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CAPITULO 1

ANALISIS DE SISTEMAS DEFINIDOS POR SUS
MODELOS LINEALES

En el capitulo anterior se ha visto como a partir del modelo matematico del sistema se
pueden obtener dos representaciones compactas del sistema. La primera la funcién de transfe-
rencia permite reducir el conocimiento del sistema al de sus polos y ceros, en el segundo caso
la representacion del sistema se traduce en el conocimiento de las matrices A, B, Cy D.

En este capitulo se van a presentar las técnicas de analisis de los sistemas definidos bien
por su funcién de transferencia, o bien por su modelo de estado. El objetivo en ambos casos
es el mismo: conocer las caracteristicas dindmicas del sistema, es decir determinar aquellas
propiedades que son inherentes al sistema y que por lo tanto apareceran en la respuesta del
mismo ante cualquier entrada.

No se trata de resolver las ecuaciones diferenciales que forman parte del modelo para una
entrada concreta. Ese problema, de naturaleza estrictamente matematica tiene una solucién
relativamente simple de obtener. Ademds los modernos programas informaticos de simulacién
nos permiten resolver de forma cémoda y precisa la respuesta de un sistema definido por su
modelo matemético ante una entrada concreta.

El objetivo es obtener las caracteristicas que tienen todas las respuestas, independientemen-
te de la entrada aplicada. Obviamente estas caracteristicas comunes estdn originadas por las
propias caracteristicas del sistema. En otras palabras el estudio de las respuestas concretas no
es el fin del analisis sino un medio para conocer el comportamiento dindmico del sistema.

Al finalizar el capitulo el alumno deberd ser capaz de determinar de forma simple las carac-
teristicas dinamicas principales de un sistema a partir de su funcion de transferencia: estabili-
dad, comportamiento permanente y comportamiento transitorio. Igualmente debera relacionar
de forma cualitativa la posicién de los polos y ceros del sistema sobre el plano complejo con
dichas caracteristicas

1.1. Objetivos del andlisis

Con el andlisis de un sistema se pretende conocer su comportamiento, es decir su forma de
respuesta ante las posibles senales de entrada y perturbaciones.
En el caso de los sistemas estaticos lineales este analisis es inmediato puesto que en este tipo
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de sistemas, al no existir almacenamiento temporal de energia, la forma de onda de la senal de
entrada es idéntica a la de salida s6lo que amplificada o atenuada por la ganancia del sistema.

Ejemplo 3.1

i(t) V(mA)

ut) 2kQ i(t)

Sin embargo en el caso de los sistemas dindmicos el anélisis se complica notablemente, no
sOlo porque es necesario determinar la forma de la respuesta transitoria hasta que se llega al
valor final, sino porque en algunos casos aparece el fenémeno de la inestabilidad que supone un
comportamiento radicalmente distinto del sistema.

El primer objetivo del andlisis de los sistemas dinamicos sera pues conocer su estabilidad.
Una vez asegurada la estabilidad del sistema serd necesario conocer no sélo el comportamien-
to estdtico, sino también el dindmico del sistema, para lo cual se estudiaran los regimenes
permanentes y transitorios de las respuestas del sistema ante determinadas entradas.

A A

t t

> >
> >

&
<

Y

&
<

Y

> >
> >

Transitorio Permanente Transitorio Permanente

Dado que, como se ha visto en capitulos anteriores, la representacion de los sistemas no es
Unica, y como veremos en el proximo capitulo, la de las senales tampoco lo es, existiran tantos
métodos de andlisis como combinaciones posibles de representaciones de sefiales y de sistemas.

Sin embargo, independientemente del método utilizado, el objetivo es siempre el mismo,
obtener las principales caracteristicas estaticas y dinamicas del sistema y de ellas anticipar la
respuesta del mismo ante cualquier entrada.

En la practica es igualmente muy importante que este comportamiento del sistema pueda
ser expresado en una terminologia facilmente comprensible por el usuario. Por lo tanto, no basta
con resolver el problema desde un punto de vista matematico, sino que ademé&s es necesario
traducir la soluciéon a un lenguaje intuitivo no especializado. Es importante recordar aqui, el
objetivo de analizar cualquier tipo de sistema.

Vamos a limitar el estudio al caso de los sistemas lineales invariantes en el tiempo (LTI
Linear Time Invariant Systems). Con ello conseguiremos utilizar herramientas matematicas
mas simples y, sobre todo podremos aplicar el principio de superposicién, lo que supondra una
notable reduccion del nimero de seniales que deben ser aplicadas al sistema para analizarlo.
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1.2. Modos propios de sistemas continuos

Conocida la funcién de transferencia de un sistema y la transformada de Laplace de la senal
de entrada, la transformada de Laplace de la senal de salida es igual al producto de las dos
expresiones anteriores.

U(s) Y(s)
—> G(s) —

Y(s)=G(s)-U(s)

Por lo tanto la respuesta del sistema es la transformada inversa de dicha expresion.

y(t) = LY (s)]

En nuestro caso, tanto la funcién de transferencia como la transformada de la entrada
pueden representarse mediante expresiones racionales del tipo A(s)/B(s) donde A(s) y B(s) son
polinomios en la variable compleja de Laplace, cuyas raices son por lo tanto reales o complejas
conjugadas.

¥(s) = K][(s+ )
[1(s+m)

El método de calculo de la transformada inversa mas sencillo consiste en descomponer la
expresiéon en s en fracciones simples, calcular las transformadas inversas de cada una de dichas
fracciones, utilizando para ello la tabla de Transformadas de Laplace, y sumar dichas expresiones
temporales.

_ K[Is+a) _ A;
 TI(s+m) Z (s +1i)

y(t)y=> L [(S iin—)} —Y A

Y (s)

Ejemplo 3.2
Sea el sistema con funcion de transferencia

Gls) = —— 2

(s+1)(s+3)

, al que se le aplica un escalén unitario a la entrada (cuya transformada de Laplace es 1/s).
La transformada de Laplace de la respuesta sera:
4 43 -2 2/3

M) = D619 - s Tsrl 543

y, por tanto,
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4 2
yl(t):§—2-e t+§-e 3t
Si al mismo tiempo se le aplica otra senal de entrada con transformada de Laplace
1
U p—
(8) =73

, la transformada de la respuesta vendra dada por

B 4 _2/3 -2 4/3
I PEa VP T AR PR AR

por lo que la expresién de la respuesta sera

2
ya(t) = 3" e'2. e 44 et
Como puede verse las expresiones de y;(t) e ya(t) tienen dos términos comunes, e~* y
et (aunque ponderados de distinta forma) que son los modos propios del sistema y que

forman parte de la respuesta ante cualquier entrada.

El objetivo fundamental del analisis dinamico de los sistemas es el conocimiento de dichos
modos propios, que al estar incluidos en cualquier respuesta, caracterizan al sistema.

La forma més simple de calcular los modos propios de un sistema es aplicindole una entrada
cuya funcién de transferencia carezca de raices en el denominador, como puede ser el impulso
cuya transformada de Laplace es la unidad. Con esta entrada todas las fracciones simples
que aparezcan en la salida corresponderan a los modos propios del sistema. En este caso la
transformada de la sefial de salida coincide con la funcién de transferencia del sistema

v a la respuesta se le llama respuesta impulsional del sistema.

Ejemplo 3.3
En el caso del ejemplo anterior la respuesta impulsional serd la transformada inversa de

4 2 —2

Yis) = G+1)(+3) s+1 3+3

es decir

y(t)y=2-e"'—2.¢

Puede observarse que los modos presentes en la respuesta impulsional aparecen en las
dos respuestas del ejemplo anterior.
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1.2.1. Tipos de modos propios

De la descomposicién en fracciones simples de la funcién de transferencia y de la tabla
de transformadas de Laplace se obtienen los modos propios que pueden aparecer en cualquier
sistema lineal:
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Fraccién simple | Transformada inversa | Forma de onda | limite Posicion  de
a>0,b>0 (para t>0) t— 00 los polos
en el plano
complejo
A
— y(t) =A Constante A Polo en el ori-
5 gen
A
y(t)y=A-e Exponencial de- | 0 Polo real en el
(s +a) creciente semiplano ne-
gativo
A
y(t)y=A-et Exponencial cre- | co Polo real en el
(s —a) ciente semiplano po-
sitivo
A-a
3 y(t) = A-sen(a-t) Seno Oscila Polos imagi-
(% +a?) narios
A-s
SR y(t) = A-cos(a-t) Coseno Oscila Polos imagi-
(5% +a?) narios
A-a bt
AEE y(t) = A-e "sen(a-t) | Producto de ex- | 0 Polos comple-
(s+b)*+a ponencial decre- jos con parte
ciente por seno real negativa
A-s
P AT y(t) = A-etcos(a-t) | Producto de ex- | 0 Polos comple-
(s+0)*+a ponencial decre- jos con parte
ciente por co- real negativa
seno
A-a
P y(t) = A-ecos(a-t) | Producto de | Oscila con | Polos comple-
(s=0)*+a exponencial amplitud jos con parte
creciente por | creciente real positiva
€oseno
A-s
PR y(t) = A-etcos(a-t) | Producto de | Oscila con | Polos comple-
(s—b)*+a exponencial amplitud jos con parte
creciente por | creciente real positiva
coseno
- y(t)=A-t Rampa 00 Polo doble en
5 el origen
A
5 yt)y=A-t-e ™ Exponencial de- | 0 Polo real do-
(s +a) creciente por el ble en el semi-
tiempo plano negati-
VO
A
— yt)=A-t-e xponencia 00 olo real do-
5 t)y=A-t-et® E ial Pol 1 d
(s —a) creciente por el ble en el semi-
tiempo plano positivo




1.2 Modos propios de sistemas continuos 13

Aunque en la tabla sélo se han incluido algunos casos de polos con indice de multiplicidad
superior a uno, es facil deducir de las propiedades de la transformada de Laplace que la exis-
tencia de polos miultiples no va a producir cambios significativos ni en la forma de onda ni,
sobre todo en el limite al tender t a infinito.

De la tabla se pueden extraer las siguientes conclusiones:

Los modos propios procedentes de polos reales negativos tienden a cero asintéticamente.

Im

Re

Los modos propios procedentes de polos complejos con parte real negativa tienden a
cero con oscilaciones de amplitud decreciente.

Los modos propios procedentes de polos imaginarios presentan oscilaciones sostenidas Si
estos polos tuviesen un indice de multiplicidad superior a dos se generarian modos propios
con oscilaciones crecientes.

A Im

AWAR :
AY

\4
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El modo propio correspondiente a un polo en el origen es una constante. Si existen mas
de un polo en el origen se generan modos propios que tienden a infinito.

A A m
t t Re
> > X >

Los modos propios procedentes de polos reales positivos tienden exponencialmente a
infinito.

m

Re

Los modos propios procedentes de polos complejos con parte real positiva presentan
oscilaciones de amplitud creciente.

m

\4

La figura resume el contenido de la tabla anterior y muestra la relacion existente entre la
posicién de los polos en el plano complejo y los modos propios del sistema.
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A Im

X ;
X X

t t t
Re
7N )( )( >
A
tL
X " X
t t
X

= Por lo tanto, inicamente los polos, reales o complejos, situados en el semiplano com-
plejo negativo, generan modos propios que tienden a cero al tender t a infinito. Estos
son los modos transitorios de la respuesta impulsional del sistema.

= Ademads, la duracién de la respuesta transitoria disminuye al alejar los polos del eje
imaginario y, en el caso de los polos complejos, la pulsacién de las oscilaciones es igual
a la parte imaginaria de los polos.

= KEs decir, existe una relacién directa entre la posicién de los polos estables sobre el
plano complejo y la forma de su respuesta transitoria.

1.2.2. Modos propios de sistemas discretos

De forma anéloga, en el caso de los sistemas discretos, se pueden calcular sus modos propios
calculando la transformada inversa de su funcién de transferencia en z, obteniéndose la tabla:
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Fraccién simple Transformada in- | Forma de onda | limite Posicion  de
versa para para t — o0 los polos
k>0 en el plano
complejo
Az
po—] ylk] = A Constante A Polo en z=1
Az ylk] = A-a* Exponencial 0 para 0 < | Polo en
(2 —a) decreciente para | a < 1, oo |]0,1] para
0 < a < 1,|paraa>1 |0 < a < 1,
Exponencial Polo en |1, oo
creciente  para para a > 1
a>1
G Azl) 5 ylk] = A-k rampa 00 Polo doble
Aaz .
5 ylk] = A-k-a* | Exponencial 0 para 0 < | Polo doble en
(2 —a) decreciente por | a < 1, oo |]0,1[, Polo do-
rampa para | para a > 1 | ble en |1, 00[
0<a<1, expo-
nencial creciente
por rampa para
a>1
= sinﬁ 5 y[k] = sen(0k) Senoide Oscila Polos comple-
(z — cos0)? + sen?0 jos sobre la
circunferencia
unidad
2z~ 20 0s0) 5 y[k] = cos[0k] Coseno Oscila Polos comple-
(z — cos0)? + sen?0 jos sobre la
circunferencia
unidad
z,ossn@ 7| ylk] = pFsen(0k) | Exponencial por | 0 para p < | Polos comple-
(2 = peost)? + psen’d seno 1, co para | jos internos
p>1 a la  cir-
cunferencia
unidad para
p < 1, polos
externos a la
circunferencia

unidad para
p>1




para a > 1,
decreciente para
a < 1y constan-
te paraa =1
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Fraccion simple Transformada in- | Forma de onda | limite Posicion  de
versa para para t — o0 los polos
k>0 en el plano
complejo
z(z — pcost
(z—p ) y[k] = pFcos(0k) | Exponencial por | 0 para p < | Polos comple-
(z — pcos)? + p?sen?0 . .
coseno 1, oo para | jos internos
p>1 a la cir-
cunferencia
unidad para
p < 1, polos
externos a la
circunferencia
unidad para
p>1
Az & .
ylk] = A+ (—a) Exponencial os- | 0 para a < | segmento
z+a . .
cilante creciente | 1 | — 1,[ para

a < 1, seg-
mento |a, —1[
paraa > 1y
z = —1 para
a=1

Los modos propios procedentes de polos reales situados en el segmento ]0, 1] de la cir-
cunferencia de radio unidad tienden a cero asintéticamente.
A
Ay[k] Im
o Fie
S 000 o oo
Los modos propios procedentes de polos reales situados en el segmento | — 1,0[ de la

circunferencia de radio unidad tienden a cero con valores alternados de amplitud decreciente.
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[

El modo propio de un polo situado en z = 1, es una constante.

N

O 0 00O0OO0OO0OOO O

»

v

~

N,
N

El modo propio de un polo situado en z = —1, presenta valores alternados constantes.

AylK]

>

7

El modo propio de un polo situado sobre el eje real positivo externo a la circunferencia
de radio unidad, tiende exponencialmente a infinito.
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4yIK]

A

vy

v>

El modo propio de un polo situado sobre el eje real negativo externo a la circunferencia
de radio unidad, presenta valores alternados de amplitud creciente.

AylK]

A

Im

Re

\ 4

Los modos propios de polos conjugados con parte real positiva e interiores a la circun-
ferencia de radio unidad, presentan oscilaciones de amplitud decreciente.

Los modos propios de polos conjugados situados sobre la circunferencia de radio unidad,

presentan oscilaciones de amplitud mantenida.
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T vk

De la comparacién de las tablas correspondientes a los modos propios de los sistemas con-
tinuos y discretos puede verse que existe una correspondencia casi completa entre los compor-
tamientos de ambos tipos de sistemas.

Asi, el eje imaginario en el plano S tiene la misma funcién, de frontera de estabilidad, que
la circunferencia unitaria en el plano Z.

El semiplano negativo en S, con el interior de la circunferencia unitaria en Z. El semiplano
positivo en S, con el exterior de dicha circunferencia.

El semieje real negativo en S se corresponde con el segmento |0, 1] en Z, dando lugar a
exponenciales decrecientes.

El origen en el plano S, se corresponde con el punto (1,0) en el plano Z.

El —c0 en el plano S, con el origen en Z.

El semieje real positivo en S con la semirecta |1,00[ en Z, dando lugar a exponenciales
crecientes.

Los polos complejos estables en uno y otro plano dan lugar a modos propios producto de
exponenciales decrecientes por senoides.

La tnica diferencia significativa entre uno y otro plano lo constituye el semieje negativo en el
plano Z, que pese a tener polos reales genera modos propios oscilatorios (se alternan los valores
positivos y negativos) que tienden a cero en el segmento | — 1,0[ e inestables en la semirecta
| — o0, —1].

1.3. Respuesta libre y forzada

La respuesta libre de un sistema es la que generan, en ausencia de entradas, las condiciones
iniciales del mismo.

La respuesta forzada, por el contrario, es la debida exclusivamente a las variaciones de la
senal de entrada, supuestas condiciones iniciales nulas.

1.3.1. Sistema definido por su funcién de transferencia

Para calcular la funcién de transferencia de un sistema se calcula su modelo en transformadas
de Laplace, suponiendo condiciones iniciales nulas, por lo que el método de la funcién de
transferencia estd directamente orientado al calculo de la respuesta forzada de los sistemas.

Sin embargo, del ejemplo siguiente se deduce que la respuesta libre de un sistema presenta
los mismos modos propios que la forzada.
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Ejemplo 3.4
Conocido el modelo matematico de un sistema
dy(t
y(t) = Alii(t) — B-u(t)

tomando transformadas de Laplace, supuestas condiciones iniciales distintas de cero se
obtiene:

Y(s)+A-s-Y(s)—A-y(0)=B-U(s)
pro lo que

= -U(s)—l—A‘y(O)

1+ As 1+ As

El primer sumando, funcién de la entrada U(s), corresponde a la respuesta forzada,
mientras que el segundo, que solo depende del sistema, corresponde a la respuesta libre.

Como puede verse, el denominador en ambos casos coincide, por lo que la respuesta libre
tendra los mismos modos propios que la forzada.

Y(s)

1.3.2. Sistema definido por su modelo de estado

La ecuacion de estado de un sistema tiene en cuenta tanto las condiciones iniciales del
mismo como los valores de las entradas que se le aplican, por lo que la solucién de la ecuacién
de estado incluye ambas respuestas.

t
o(t) = A a(0) 4 [ M Bulr)dr ez

to

t
y(t) = C - A1) 2 (0) + C/ AT B u(r) - dr 4+ D - ul(t) t >t

to

Si se desea conocer la respuesta libre del sistema, basta hacer nulo el vector de entradas,
obteniéndose

i(t) = Ax(t)

cuya solucién es

z(t) = eAt0) . 2(0)
y(t) = C - e (0)

La evolucién a lo largo del tiempo del vector de estado en el espacio de estados se denomina
trayectoria del vector de estado.
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1.4. Estabilidad
1.4.1. Definicion

Existen varias definiciones de estabilidad de los sistemas dindamicos:

= Un sistema es estable si ante cualquier entrada acotada, su salida es también acotada
(Estabilidad BIBO. Bounded Input, Bounded Output)

= Un sistema es estable si tiende a su valor previo de equilibrio una vez concluido el efecto
de una entrada o perturbacion.

Utilizando terminologia propia del modelo de estado,
= Un sistema es estable si al aplicarle una entrada el estado tiende a otro estado finito.

= Un sistema es estable si su respuesta libre tiende al origen del espacio de estados.

1.4.2. Interpretacién practica

De estas definiciones se deduce la importancia que tiene desde el punto de vista del funcio-
namiento de un sistema la estabilidad del mismo. Dos pueden ser las interpretaciones que se
pueden hacer de las definiciones:

Un sistema estable tiene, ante cualquier entrada, un funcionamiento reversible, es decir si se
le aplicase la misma entrada cambiada de signo, el sistema volveria a su situacion inicial. Evi-
dentemente para que esto sea posible el sistema no puede responder ante una entrada yéndose
al infinito ni oscilando.

La aparicién de una perturbacion hace reaccionar al sistema, sin embargo una vez que ter-
mina la perturbacién los sistemas estables vuelven a su estado original, por lo que no se produce
acumulacion de energia en el sistema. Si el sistema fuera inestable, cada perturbacion generaria
una variacién permanente del estado del sistema, o un aumento de la energia almacenada en
él. Dado que es practicamente imposible aislar perfectamente a los sistemas, y que por lo tanto
siempre van a estar sometidos a perturbaciones, es imposible prever el estado real de los siste-
mas inestables al evolucionar en funcién de la presencia de perturbaciones. De aqui se deduce
que para utilizar un sistema inestable es imprescindible dotarle de un sistema de control para
corregir esa evolucion del estado originada por las perturbaciones.

Como se verd al estudiar los sistemas de control, el diseno de un dispositivo capaz de
controlar un sistema inestable no suele ser trivial pudiendo ocurrir que no se puedan alcanzar
especificaciones de funcionamiento adecuadas.

1.4.3. Determinacion de la estabilidad de un sistema

A partir de su funcién de transferencia

Para que un sistema sea estable todos sus polos tienen que estar situados en el semiplano
complejo negativo en el caso de los sistemas continuos, o en el interior de la circunferencia
unidad en los discretos.

Se deduce inmediatamente de la expresién de los modos propios del sistema. Basta con que
un polo no esté situado en el semiplano complejo negativo para que el modo propio correspon-
diente no tienda a cero, incumpliendo por lo tanto la condicién de estabilidad.
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Esto hace que el eje imaginario del plano complejo separe las regiones de estabilidad y de
inestabilidad y que la distancia de los polos a dicha frontera (su parte real) se considere como
una medida de lo lejos que esté el sistema estable de la inestabilidad. A dicha distancia se le
denomina en algunos casos estabilidad relativa del sistema (pese a ser la estabilidad un concepto
absoluto).

Plano S Aim Plano Z
A Im

Zona inestable
Zona estable Zona inestable Zona estpble

Re Re

>
>

\4

Igualmente a los sistemas que tienen polos en el eje imaginario, y que por lo tanto estan
situados en el limite de la estabilidad, se les denomina a veces sistemas limitadamente estables,
pese a tratarse de sistemas inestables. En el caso de los sistemas discretos, la circunferencia
unitaria cumple la misma funcién que el eje imaginario en los continuos.

Es importante resaltar que la estabilidad no depende de la entrada aplicada al sistema y es,
por lo tanto una caracteristica del mismo. Igualmente los ceros del sistema no influyen sobre la
estabilidad del mismo (los ceros no generan modos propios, inicamente alteran los numeradores
de los generados por los polos del sistema).

En los anexos se incluyen los criterios de estabilidad de Routh y Jury que permiten conocer
de forma analitica el signo de las raices el primero y el médulo de las mismas el segundo. Estos
métodos son de utilidad cuando la ecuacién caracteristica del sistema no esta factorizada como
ocurre con los sistemas realimentados.

A partir de las trayectorias del vector de estado

Un sistema serd estable si, para cualquier estado inicial, su trayectoria libre termina en el
origen del espacio de estados.

Igualmente sera estable si la trayectoria del vector de estados ante una perturbacién, vuelve
al estado inicial, una vez terminado el efecto de las perturbaciones.

A X, A X

\4
\4
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1.5. Analisis del comportamiento estatico

El comportamiento estatico de los sistemas dinamicos estables puede definirse como la
relacion numérica entre los valores de la salida y de la entrada en régimen permanente. Para
conocerlo se define la ganancia estatica del sistema como el valor final de la respuesta cuando la
entrada es un escalén unitario. Obviamente los sistemas inestables no tienen ganancia estatica,
puesto que sus respuestas no alcanzan el régimen permanente.

De acuerdo con la definicién y aplicando el teorema del valor final es posible calcular la
ganancia estatica de un sistema a partir de su funcion de transferencia:

Ganancia Estatica de G(s) = lim s - L G(s) = G(0)

s—0 S

1
Ganancia Estdtica de G(z) = h'H%(l —z. 1 - G(2) =G(1)
zZ— —
A
3.000 rpm
10v
tk

Naturalmente la ganancia estatica es un parametro dimensional, siendo sus dimensiones las
de la salida entre las de la entrada. Por ejemplo un motor que alcanza 3.000 r.p.m. al alimentarlo
con 10 V tendrd una ganancia estatica de 300 r.p.m./V.

Por supuesto el pardmetro G(0) sélo tiene el sentido de ganancia estdtica si el sistema es
estable.

En el caso de entrada en rampa la ganancia estatica indica la relacién entre las pendientes
de la senal de salida y de la senal de entrada. En el caso de senales senoidales la ganancia es la
relacién de amplitudes entre las senoides de salida y de entrada.
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A Salida, pendiente A-G(0)

Entrada, pendiente A
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1.6. Senales de entrada normalizadas

1.6.1. Métodos temporales

Si se desea conocer la evolucién en el tiempo de la respuesta del sistema se utilizaran
como senales de entrada el impulso, el escalén y la rampa. Estas senales presentan varias
caracteristicas que las hacen especialmente adecuadas para realizar el analisis:

= El impulso, pese a no ser una senal con existencia fisica real, constituye la menor cantidad
de energia que se puede aplicar a un sistema. Ademas su transformada de Laplace es igual
a la unidad.
3(t)
0 parat <0

0 parat >0
yt) =3 2 Als) =1

| /Ooé(t)—l

= Integrando el impulso se obtiene el escaléon unitario, cuya transformada de Laplace es
igual a 1/s y que tiene un claro sentido fisico de variacién brusca de la sefial de entrada.

\ And

u(t) A
1 p—m—m—m—— 0 t<0
{ para t < U(s) =

1
u(t) = -
1 parat >0 S

\ 2

= Integrando, a su vez, el escalén se obtiene la rampa de pendiente unitaria, cuya transfor-
mada de Laplace es igual a 1/s? y que representa una variacién de la sefial de entrada
con velocidad constante.
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y(t)

Oparat <0 1
t) = = Y(s) = —
y(t) {1parat>0 () 52

A 4

= Si seguimos integrando la rampa obtendriamos las pardbolas de segundo orden y de
ordenes superiores.

= Segun el desarrollo en serie de Taylor, cualquier senial derivable puede descomponerse en
una suma de constantes (el escalén es una constante para t > 0) y parabolas de orden
1 hasta n, por lo que conocidas las respuestas ante el escaléon y las distintas parabolas
podremos conocer la respuesta ante cualquier senal derivable.

= Es importante seialar que, de acuerdo con la propiedad de linealidad de la transformada
de Laplace, igual que la rampa es la integral del escalén y este a su vez la integral del
impulso, la respuesta ante la rampa es la integral de la respuesta ante el escalén y esta a
su vez la integral de la respuesta impulsional.

l€ - - -
€ ---4

SISTEMA

Y

Y

€ - - -
- ----
—_—

1.6.2. Métodos frecuenciales

Si por el contrario desearamos conocer la respuesta del sistema ante senales de frecuencias
distintas, lo que suele ocurrir cuando no tenemos un conocimiento detallado de la forma de
la sefial de entrada pero si de alguna de sus caracteristicas como la frecuencia, en ese caso
utilizariamos como senal de entrada una senoide de frecuencia variable, dando lugar a lo que
se denomina el analisis frecuencial del sistema.

La transformada de Laplace de la funcién seno es:
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0O parat <0 w
y(t) = Y(s)= 5
sen(wt) para t > 0 2 +w
Oparat <0 s
y(t) = Y(s)= 35—
cos(wt) para t > 0 2 +w

Es importante recordar que cualquier senal peridédica que cumpla las condiciones de Diri-
chlet puede ser descompuesta en una serie de senoides de amplitudes y frecuencias variables.
Igualmente las seniales no periddicas pueden generarse a partir de sefiales peridédicas utilizando
la transformada de Fourier.

En el anexo H8 se recogen las propiedades més importantes del desarrollo en serie de Fourier
y de su transformada.

A la ganancia estdtica de un sistema se la denomina a veces ganancia a bajas frecuencias
(0 a frecuencia 0). Esto es debido a que, como veremos al analizar la respuesta frecuencial, los
sistemas presentan ganancias diferentes en funcién de la frecuencia de la senoide de entrada.

1.7. Analisis temporal del comportamiento dinamico de los
sistemas continuos

El objetivo de este apartado es caracterizar las respuestas transitorias de los sistemas. Dicha
caracterizacion viene marcada por los modos propios del sistema y por lo tanto va a depender
del caracter de los polos, reales o complejos y, por supuesto, de sus signos.

Aunque los modos propios vienen definidos en la respuesta impulsional del sistema, utiliza-
remos también la respuesta al escalén y la respuesta a la rampa.

El estudio se limitard a los sistemas estables, es decir a los sistemas cuyos polos estan
situados en el semiplano complejo negativo. Se incluye igualmente la influencia de los ceros
sobre las distintas respuestas En el anexo 7 se detallan las expresiones analiticas de las diferentes
respuestas.

1.7.1. Polos reales. Respuestas sobreamortiguadas

De la tabla anterior se deduce inmediatamente que cada polo real genera un modo transitorio
que es una exponencial negativa y que la duracién de dicho modo transitorio esta relacionada
con la distancia del polo al eje imaginario.

Asi polos muy alejados del eje generan modos transitorios que tienden a cero muy rapida-
mente, y polos cercanos al eje imaginario generan modos que tardan mucho tiempo en anularse.

En cualquier caso este tipo de respuesta que se caracteriza por tender a cero de forma
asintoética se denomina respuesta sobreamortiguada. Es importante senalar que sea cual sea el
numero de polos reales, y su posicion en el semieje negativo del plano complejo, los sistemas
con este tipo de polos generan respuestas sobreamortiguadas.

El polo situado mds a la derecha es el que genera la exponencial més lenta (la que tarda
més en tender a cero) y, por lo tanto serd el que caracterice a la respuesta. A este polo se le
denomina polo dominante.

Por lo tanto si los polos son todos reales, la respuesta sera sobreamortiguada y su duracién
vendra marcada por el polos més lento (el situado més a la derecha). El resto de los polos influ-



28 ANALISIS DE SISTEMAS DEFINIDOS POR SUS MODELOS LINEALES

yen sobre todo en los primeros instantes de la respuesta, en los que su dindmica es significativa,
y, en general ralentizan un poco mas la respuesta del sistema.

En las siguientes figuras se muestran las respuestas ante un impulso, un escalén y una
rampa de estos sistemas. En todos los casos el sistema trata de seguir a la senal de entrada
pero su dindmica impide dicho seguimiento en los primeros instantes (régimen transitorio). En
el caso del escalén, una vez pasado el transitorio, la respuesta alcanza el valor de la entrada
con una amplificacion o atenuacién igual a la ganancia estatica del sistema. Ante la entrada en
rampa, una vez pasado el transitorio, la respuesta alcanza la pendiente de la rampa de entrada
(multiplicada por la ganancia estatica), pero la dindmica del sistema hace que se alcancen los
valores de la entrada con un cierto retardo.

Como puede verse al aumentar el niimero de polos reales se produce una ralentizacién de la
respuesta en los primeros instantes, aunque la forma general de la respuesta no varia.

Los parametros fundamentales que definen el régimen transitorio de la respuesta son el
tiempo de establecimiento (tiempo que se tarda en alcanzar el 95 % del valor final en la respuesta
al escalén) y el retardo de la respuesta a la rampa. Ambas especificaciones estdn directamente
relacionadas con la constante de tiempo T del sistema que se mide en segundos (ver anexo).

A Img
K
G(s)= Re
1+Ts A >
-1/T
Respuesta Impulsional Respuesta al escalon Respuesta a la rampa
K A

A A

KIT

\ a2
\4

te=m T
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Funcién de Transferencia

K
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(1+T48)(1+T28)
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Funcion de Transferencia Plano Complejo
A Img
K(1+Cs)
G(s)=——
(1+Ts) o &
1€ T
Respuesta Impulsional Respuesta al escalon Respuesta a la rampa
A A A
0 t 0 t 0 t
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Funcion de Transferencia Plano Complejo
A Img
K(1+Cs)
G(s)=
(1+T48)(1+Tss) O Re
1T, -1C 1Ty
Respuesta Impulsional Respuesta al escalén Respuesta a la rampa
A A K A
0 t, 0 t, 0 t

1.7.2. Polos complejos. Respuestas subamortiguadas

La existencia de un par de polos complejos supone la apariciéon de un modo propio consis-
tente en el producto de una exponencial decreciente por una senoidal, es decir de una senoidal
amortiguada que tiende a cero de forma oscilatoria. Este tipo de respuesta que denominaremos
subamortiguada viene definida por el valor del exponente y por la pulsacién de las oscilaciones.

Es habitual poner la funciéon de transferencia de modo que aparezcan de forma explicita
dicha pulsacién asi como el exponente, obteniéndose la expresion:

G(s) K-w? K-w?
S) = =
52+2£w+wg (S+U)2+wn(\/ 1_62)2

donde 0 = £ - w, es la parte real de las raices cambiada de signo, y wg = w,y/1 — &2 es la
parte imaginaria.

La figura muestra el significado geométrico de cada uno de los pardmetros que aparecen en
la funcion de transferencia normalizada de un sistema con dos polos complejos:
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Como en el caso de los polos reales, la distancia al eje imaginario de los polos, es decir o
marcara la duracion de la respuesta, mientras que la pulsacion de las oscilaciones viene marcada

por la parte imaginaria de los polos wy.
¢ constante K

o grande o intermedio ‘ © pequeiio

® constante

o grande ¢ intermedio G pequeiio

En la figura se muestran las respuestas ante un impulso, un escalén y una rampa de este
tipo de sistemas.
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Funcion de Transferencia Plano Complejo
A
Img
X
K(Dzn Re
G(s)s — >
SZ+2§(0“S+(02“
X
Respuesta Impulsional Respuesta al escalon Respuesta a la rampa
A A4 L
Kl /oD
t
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Ademas del tiempo de establecimiento (tiempo que tarda la respuesta al escalén en alcanzar
el 95 % del valor final) y del retardo entre una rampa de entrada, es necesario definir dos espe-
cificaciones adicionales para la respuesta ante el escalén de este tipo de sistemas. Utilizaremos
el tiempo de pico (tiempo que necesita el sistema en alcanzar el primer maximo de la respuesta
ante un escalén) y la sobreoscilacién definida como el porcentaje que supone el sobrepasamiento
sobre el valor final de la respuesta.

Vmaz - Vfinal

M, =
P Vf inal

100 %

En el anexo se recogen las expresiones analiticas de las respuestas subamortiguadas ante im-
pulso, escalén y rampa. Es importante senalar que existe una relacién directa entre la posicién
de los polos sobre el plano complejo y las especificaciones de su respuesta, lo que permitira de-
ducir las caracteristicas de la respuesta del diagrama cero-polar del sistema. Asi, el tiempo de
pico depende de la parte imaginaria de las raices wy, €l tiempo de establecimiento de la parte
real de las raices o y la sobreoscilacion del angulo 6.
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Del estudio anterior se deduce que el polo, real o complejo, més cercano al eje imaginario
marcara el tipo de respuesta, sobreamortiguada o subamortiguada, que presenta el sistema. A
este polo (o par de polos) se les denominard polos dominantes del sistema pues son los que
introducen la dindmica mas lenta que es la que marca la respuesta dindmica del sistema. El
resto de los polos, por estar més alejados del eje, tienen dindmicas méas réapidas por lo que
influiran sobre todo en los primeros instantes de la respuesta, haciendo la respuesta del sistema
un poco mas lenta y mas suave.

1.7.3. Influencia de los ceros

La existencia de ceros en la funcién de transferencia de un sistema no modifica el nimero
de modos propios del mismo, tnicamente afecta al numerador de dichos modos propios. Por
lo tanto los ceros no tienen capacidad para cambiar el tipo de respuesta del sistema, sobre-
amortiguada o subamortiguada, ni por supuesto la estabilidad del mismo. Sin embargo, como
veremos inmediatamente, la existencia de un cero puede modificar notablemente los valores de
las respuestas, haciendo en muchos casos que alcancen valores que, en la practica, pueden crear
graves problemas.

Si recordamos la propiedad de la Transformada de Laplace que convierte la derivada de una
funcién en el producto de la variable s por la transformada de la funcion, el afiadir un cero a
una funcién de transferencia se traduce en anadir a la respuesta su derivada multiplicada por
la inversa del cero de acuerdo con la expresién:

C - dy (t)
R

Por lo tanto, la influencia del cero seré tanto menor cuanto mas alejado esté dicho cero del
eje imaginario (valores pequenos de C). Aunque un cero muy cercano al origen puede generar
diferencias muy importantes con respecto a la sefial original.

Para un mismo valor del cero, su influencia se concentrard en los instantes en los que
la respuesta original presenta mayores variaciones (derivadas altas), es decir en el régimen
transitorio de la respuesta.

G(s) =Gi(s) - (1+Cs) — Y (s) =Yi(s)(1 + Cs) — y(t) = 51 (t)
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Un caso muy importante a tener en cuenta cuando el sistema presenta ceros muy significa-
tivos es el de los ruidos que pueden ir asociados con una determinada senal. En general esos
ruidos suelen ser de frecuencias muy altas comparadas con la sefial original. Si el sistema tiene
ceros muy significativos, esos ruidos de alta frecuencia van a ser derivados por el cero y mul-
tiplicados por su inversa, por lo que, si esta es muy grande, el dispositivo que contiene el cero
muy significativo se convierte en un amplificador de ruidos. Esto hace que sea necesario tratar
con sumo cuidado los ceros de los sistemas, evitando en la medida de lo posible, situarlos, a la
hora del disefio en puntos muy significativos.

Para analizar la influencia de senales senoidales es preferible utilizar los métodos frecuen-
ciales de analisis que dardn directamente la amplificacién que sufre la senoidal en funcién de
su pulsacién y de la posicion de los polos y de los ceros.

Si el cero esta en el semiplano positivo, lo que no implica inestabilidad del sistema, serd ne-
cesario restar la diferencia de la senal, lo que se traducird en valores iniciales negativos en
muchos casos, lo que se denomina contra respuesta.

En los anexos se detalla el calculo de la expresion analitica de las respuestas de los sistemas
con uno o dos polos ante estas entradas. En general puede decirse que el cero tiende a adelantar
la respuesta lo que se traduce en una disminucion del tiempo de pico y en un aumento de
la sobreoscilacion en los sistemas subamortiguados y en una ligera disminucién del tiempo de
establecimiento.

1.7.4. Sistema equivalente de orden reducido
De lo dicho anteriormente se deduce que para analizar un sistema a partir de su funcién de
transferencia es necesario seguir los siguientes pasos:

1. Representar el diagrama cero polar del sistema

2. Comprobar que todos sus polos estdn situados en el semiplano negativo, Si algtin polo
fuera positivo el sistema seria inestable.

3. Una vez asegurada la estabilidad, calcular su ganancia estética que es igual a G(0).

4. Determinar los polos dominantes del sistema. En general son los méas préximos al eje
imaginario.

5. Calcular las caracteristicas dinamicas de la respuesta en funcién de dichos polos dominan-
tes: tipo de respuesta (sobreamortiguada o subamortiguada), tiempo de establecimiento,
sobreoscilacién y tiempo de pico (estas dos ultimas especificaciones tinicamente en el caso
de respuestas subamortiguadas).

6. Evaluar de forma cualitativa la influencia del resto de los polos y de los ceros sobre el
valor de las especificaciones calculadas.

7. Si fuera necesario conocer la respuesta con mayor precision debe utilizarse un programa
de simulacién numérica.
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Ejemplo 3.6

Dado un sistema representado por su funcién de transferencia

(s) 4(s+4)
(s242545)(s+5)
representar aproximadamente sus respuestas ante escalén y rampa.

Su diagrama cero polar serd

X
- Re
U >
X

Puesto que todos los polos estén en el semiplano negativo, el sistema serd estable. Su ga-
nancia estética es G(0) = 33

Sus polos dominantes son los més cercanos al eje es decir los polos complejos.

Por lo tanto el sistema equivalente de orden reducido sera

4
Gls) = — =
() s24+2s+5

que tiene la misma ganancia estatica que el sistema orignal.

Al ser los polos complejos la respuesta serd subamortiguada con las siguientes especificacio-
nes:

™

¢ T d
= — = — segundos
P Wy 2 &

T

t, = — = — segundos
o 1

M, = e ™% = 20,78 %

2
retardo de la rampa = 5= 0,4 segundos

Las respuestas aproximadas seran
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El sistema presenta ademas de los polos dominantes un cero en -4 y un polo en -5. Dado
que el mas significativo de los dos es el cero la respuesta real del sistema serd ligeramente
mas sobreoscilatoria, su tiempo de pico serd también ligeramente menor, asi como su tiempo
de establecimiento. En cuanto a la respuesta a la rampa, su retardo sera también ligeramente
menor.

Dado que el cero se encuentra a una distancia significativa de los polos complejos (4-0) y
que ademas el polo adicional compensa en parte su efecto, la respuesta real serd muy similar a
la calculada para el sistema equivalente de orden reducido.

1.7.5. Dinamicas no modeladas

De lo visto anteriormente se deduce que los polos y ceros situados relativamente lejos de
los polos dominantes ejercen una influencia muy pequena sobre el comportamiento real del
sistema. Por ello es habitual que a la hora de modelar los sistemas solo se tengan en cuenta
aquellos polos y ceros més significativos que son los que dan lugar a dindmicas més lentas.
Asi es habitual que en sistemas electromecédnicos no se modele la dindamica eléctrica, siempre
mas rapida que la mecénica.

Como consecuencia de esto es habitual que los sistemas reales tengan un nimero de polos
y ceros adicionales muy a la izquierda en el plano complejo. Estos polos y ceros no afectan al
comportamiento dindmico del sistema de manera significativa, pero pueden tener influencia en
el comportamiento del sistema si este se realimenta como veremos en capitulos posteriores.

Igualmente la existencia de polos y ceros muy préximos, con efectos dindmicos opuestos,
puede ser despreciada a la hora de modelar los sistemas. Sin embargo la influencia de estos
pares polo-cero no puede ser despreciada cuando estan situados en el semiplano positivo o,
incluso, aun estando en el semiplano negativo, cuando estan préoximos al eje imaginario.

Es importante recordar que si bien sobre el papel un polo puede ser idéntico a un cero, en
la realidad pueden estar representando subsistemas distintos por lo que la probabilidad de que
realmente sean iguales es practicamente despreciable. Por ello antes de proceder a la cancelacién
de polos y ceros es necesario asegurarse de que su situacién estd suficientemente alejada hacia
la izquierda del eje imaginario.
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1.8. Analisis temporal del comportamiento dinamico de los
sistemas discretos

1.9. Ejercicios y problemas
1.10. Glosario
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Sistema (respuesta sobreamortiguada
Sistema (respuesta subamortiguada
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Constante de tiempo




APENDICE A

SISTEMAS DE PRIMER ORDEN

A.1. Sistemas continuos
A.1.1. Definicion

El orden de un sistema es igual al nimero de polos de su funcién de transferencia, por lo
que los sistemas de primer orden cuentan con un polo real.
La funcién de transferencia del sistema de primer orden mds simple (sin cero) es:

A K

G(8>:s+a: 1+Ts

Por consiguiente para que el sistema sea estable el polo debe estar situado en el semieje real
negativo y, en esas condiciones la ganancia estatica del sistema es igual a G/(0), es decir a K.

En los siguientes apartados se van a analizar las respuestas de este tipo de sistemas ante las
entradas tipicas, impulso, escalén y rampa, estudiando la influencia que sobre las mismas tiene
la inclusién de polos y ceros adicionales.

A.1.2. Respuesta Impulsional

La transformada de Laplace de un impulso unitario es igual a la unidad por lo que la
transformada de la respuesta impulsional es igual a la expresion de la funcién de transferen-
cia. La respuesta impulsional de un sistema es pues la transformada inversa de la funcién de
transferencia, en el caso de los sistemas de primer orden se cumpliré:

Y(s) =

t
1 K LK K
- . o
5 s( T

: - N _ =T >
G(s) S5 75) y(t) =1L T4 7T5) e para t >0

que es la ecuacién de una exponencial decreciente cuyo valor final es T
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Ag(t) Respuesta impulsional de un
sistema de primer orden

KIT

0.37-KIT

0.05-KIT t

A.1.3. Respuesta al Escalén

1
La transformada de Laplace del escalén unitario es — por lo que la respuesta al escalén de
s

un sistema de primer orden tendrd la forma:

t

Y(S):1~G(8) K K ]:K(l—e_T) para ¢t >0

s - s(1+1Ts) — ) =17 L(l +1T's)

que es la ecuacién de una exponencial que parte de cero y tiende asintéticamente a K.

Respuesta al escalon de un sistema
de primer orden

095KF——F—————==

063K - —

v

—_Ht+——— - — — — —
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El sistema de primer orden sigue al escalén de entrada, amplificindolo por su ganancia
estatica, pero con un régimen transitorio cuya duraciéon depende de T, es decir del polo del
sistema.

En este tipo de respuestas se define el tiempo de establecimiento como el tiempo que tarda
la respuesta en alcanzar el 95 % del valor final, y se cumple

te=3-T
A.1.4. Respuesta a la Rampa

1
La transformada de Laplace de la rampa de pendiente unitaria es — por lo que la respuesta
S

a la rampa de un sistema de primer orden tendra la forma:

t

1 K K -7
} =K(1-T)+KT-e T para t>0

s2 Gls) = s2(1+Ts) —yt) =17 [52(1 +T's)

que es la ecuacién de una exponencial que parte de cero y tiende asintéticamente a K(t — T)
que es una recta de pendiente K, retardada (desplazada a la derecha) T segundos respecto de
la rampa de pendiente K. Por lo tanto, para esta entrada

ret=T seg.

Respuesta a una rampa unitaria de
un sistema de primer orden

y(t)

Pendiente K

El sistema de primer orden sigue a la rampa de entrada, multiplicando su pendiente por su
ganancia estatica, pero como un retardo igual a la constante de tiempo del sistema.

A.1.5. Significado fisico de los coeficientes de la Funcion de Transferencia

De las respuestas anteriores se deduce inmediatamente que el parametro K tiene el sentido
fisico de la ganancia estética, es decir del factor de amplificacion que el sistema aplica a la senal
de entrada en régimen permanente.
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Por su parte el pardmetro T, que es igual a la inversa del valor del polo, indica la duraciéon
del régimen transitorio por lo que se mide en segundos. Se le denomina la constante de tiempo
del sistema. Se suele decir el tiempo de establecimiento t, como el tiempo que tarda la respuesta
ante el escalén en alcanzar el 95 % del valor final y es aproximadamente igual a 37

Igualmente T representa el retardo que introduce el sistema de primer orden cuando la
entrada es una rampa.

A.1.6. Relacion entre la posicion del polo en el plano complejo y la res-
puesta transitoria

De las expresiones anteriores se deduce facilmente que la duracién del primer transitorio de
las respuestas esta directamente relacionada con la distancia del polo al eje imaginario. Asi los
polos muy alejados de dicho eje dan lugar a sistemas muy rdapidos, que alcanzan rapidamente
el régimen permanente, mientras que los sistemas que tienen polos proximos al eje presentan
regimenes de larga duracién y son por lo tanto sistemas mas lentos. Este hecho hace que los
polos alejados tengan dindmicas despreciables por su rapidez, o, lo que es lo mismo, que a la
hora de modelar un sistema se desprecian los polos relativamente mas alejados puesto que dan
lugar a dindmicas de muy corta duracién.

A.1.7. Influenca de un cero adicional

Caso general
La funcién de transferencia de un sistema con un polo y un cero puede ponerse en la forma:

K(1+4Cs) K CKs
G(s) = = + =Gi(s)+C-s-G

) =¥7Ts) “ 137 TirTs - A s Ghls)
por lo que la respuesta de este tipo de sistema ante cualquier entrada serd igual a la suma de la
respuesta del sistema sin cero ante dicha entrada, mas C veces la derivada de dicha respuesta,

esto es:

Y(s) =Yi(s)+ C-s-Yi(s)

yit) = ity + S0

Respuesta al escalén
t
ypt)=K|1—e T
t

dt

y(t) = K 1—<1—?>-6_;

Puede verse que el exponente de la exponencial no ha variado, pero que el valor inicial e la
respuesta depende de la relacion entre C y T.
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A Respuesta de un sistema con un polo
y(t) y un ceero ante un escalon unitario
KC/T
C>T
C=T
ke ST
C<0 t

SiT > C (cero a la izquierda del polo) la respuesta es aproximada a la del sistema sin el cero
adelantada en C segundos, por lo que el tiempo de establecimiento sera aproximadamente igual
a 3T — C. El efecto del cero ha adelantado la respuesta, reduciendo la duracién del transitorio.

Cuanto més alejado estd el cero del polo (C/T més pequefio) tanto menor es la influencia
que ejerce sobre la dinamica del sistema. Un cero situado a 6 veces el valor del polo ejerce una
influencia despreciable sobre el comportamiento del sistema.

Si el cero fuera igual que el polo (o tuviera valores muy similares) se anularian ambos efectos
y el sistema sélo tendria un comportamiento estatico.

Si C' > T, el cero estd mas proximo al eje imaginario que el polo, en este caso se magnifican
los efectos de la accién diferencial generando una respuesta con un valor inicial superior al valor
final y un decaimiento exponencial hasta dicho valor.

En el caso en que C fuese negativo, el cero estaria situado en el semieje real positivo gene-
rando un valor inicial de la respuesta negativo (contrarrespuesta).

Respuesta a la rampa

t
nwt)=K(1—-T)+KT-e T
t

t
y(t) = K[t = (T = O+ (T=C)-e T

Como puede verse en la expresién analitica de la respuesta, el efecto del cero consiste en
reducir el retardo de la respuesta que pasa de T a T-C.
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Respuesta de un sistema con un polo y
A un cero a rampa de pendiente unitaria
y(t)
Pendiente K

T-C(C>T)

T-C(C<T)

v

En resumen un cero situado més a la izquierda que el polo adelanta la respuesta un tiempo
equivalente a la inversa del valor del cero.

A.1.8. Influencia de polos reales adicionales

Si a un sistema con un polo real se le anaden mas polos reales situados a su izquierda de
manera que no cambie el polo dominante del sistema, las formas de las respuestas son similares,
detectdndose diferencias en los primeros instantes y en la duracién del régimen transitorio. En
general las respuestas obtenidas son maés lentas, disminuyendo la pendiente en el origen y
aumentando el tiempo de establecimiento.

K
G = T T) TI0 + Tos)

!
v

De forma aproximada, el tiempo de establecimiento de la respuesta al escalén es:
De igual forma el retardo de la respuesta a la rampa es igual a:

Retardo =T + > T;
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A.1.9.

Dependiendo de la posicion relativa de los polos y los ceros se produciran las siguientes

respuestas:

Caso particular con dos polos reales y un cero

Cero a la izquierda de los polos

Re

AY(t)
k

Respuesta al
escaldn unitario

\4

Con cero

Sin cero

A
N 9(t) Respuesta

\ impulsional

Respuesta a
rampa unitario

v~

\4
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Cero entre los dos polos
A Im A g(t)
Respuesta
impulsional
\
\
N N Re; \
AY 7N\ >
3 -1 N
AN ~— t
Respuesta al
A escalon unitario Respues.ta a
K y(t) A y(t) rampa unitario .
P - _ 7z
Con cero ~d / ~
\7 z
Z
/ Sin cero Z
/ Z
/ L
t‘ — t R
Cero a la derecha del polo mas significativo
b a(t)
A Im Respuesta
\ impulsional
|
\
o Re; \
\
-3 -1 -0.5
A y(t) Respuesta al Respuesta a
Con cero S escaloén unitario rampa unitario
\A/ ~ o T vet) P
k I ~ - _ P 7
| -
| e g
: Sin cero Pid
P e
t ’ t
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Cero en el semieje positivo
A
a(t) Respuesta

-3
Respuesta al
Ay(t) escalén unitario
k ——
Sin cero -~
/
/
/”\Con cero

\4

impulsional

—

\4

M y(t)

Respuesta a
rampa unitario
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APENDICE B

SISTEMAS DE SEGUNDO ORDEN

B.1. Sistemas continuos

La funcién de transferencia del sistema de segundo orden mds simple (sin ningin cero) es:

A

Gls)=————
(5) s2+as+b
Por supuesto para que el sistema sea estable ambos polos deben estar situados en el se-
miplano negativo lo que implica que los coeficientes a y b deben ser estrictamente positivos
(a>0;0>0).
A

En esas condiciones su ganancia estética es G(0) = 7

En los siguientes apartados se van a analizar las respuestas de este tipo de sistemas ante
entradas tipicas como son el impulso, el escalén y la rampa, estudiando la influencia que sobre
las mismas tiene la inclusion de polos y ceros adicionales.

El estudio se dividird en dos apartados segiin que los polos sean reales o complejos.

B.1.1. Polos Reales

En este caso la funcién de transferencia puede descomponerse en el producto de dos funciones
de transferencia de primer orden:

A
Ay 1
2+as+b 14+Tys 1+ Ths

G(s) =

El estudio de este tipo de sistemas se ha realizado en el apéndice H7, obteniéndose compor-
tamientos sobreamortiguados.

B.1.2. Polos Complejos
En este caso la forma normalizada de representar la funcién de transferencia es:

kwy,
$2 + 28w, s + w2

G(s) =
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Donde 0 < & < 1 para que las raices sean complejas, y donde

Kes la ganancia estdtica del sistema (supuesto estable)
&es el coeficiente de amortiguamiento
wy, es la frecuencia natural del sistema

A partir de estos parametros basicos se pueden definir los siguientes que, como veremos,
también estan directamente relacionados con el comportamiento del sistema:

o = &w, factor de decrecimiento)
wqg = wpy/ 1 — &2 frecuencia propia del sistema
0 = arccosé dngulo que forman los polos complejos con el semieje real
La expresién analitica de los polos en funcién de estos parametros viene dada por:
P1,2 = —fwn\/ 1- 52
0, lo que es lo mismo

Piy=—0+ jwg

En la figura puede verse la relacién existente entre los distintos parametros y la posicion de
los polos sobre el plano complejo.

T (Dd:mnﬂl—fz

®n

-0 = _Ewn

En el caso particular de que £ = 1 los polos seran reales dobles y 0 = w,, § = 0.
En el caso particular de que & = 0, los polos serdan imaginarios puros y w,, = wy, 0 = m/2.
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B.1.3. Respuesta Impulsional

Caso general 0 < ¢ <1
Al ser la transformada del impulso igual a la unidad:

2
kw

(s 4 &wn)? + (wn/1 = £2)?

kw?
Y(s) = -1 — =Lt n =Lt
(s) = G(s) y(t) {52 + déwy,s + w%]

y(t) = L1 | T wny/1 - & ]
\/@ (8 + &wn)? + (‘*‘)n\/@)2

que, de acuerdo con las tablas de transformadas de Laplace corresponde a una senal que es
el producto de una exponencial decreciente e~*“! por una senoide de pulsacién w, /1 — £2,

sen(wny/1 — &2)t. Es decir

g(t) = L e 7 sen(wqgt)

1—&

La pulsaciéon wy de la senoide es igual a la parte imaginaria de los polos, por lo que los
maximos y minimos de la respuesta asi como sus pasos por cero dependeran exclusivamente
de dicho pardametro. La exponencial decreciente, que es la envolvente de la respuesta depende
exclusivamente de o, por lo que la duracién de la respuesta dependera de dicho parametro.

En el caso particular de que & = 0, la exponencial se convierte en una constante por lo que
no hay amortiguamiento, obteniéndose la respuesta:

g(t) =k - w, - sen(w,t)
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Ag(t)

NANVANYANS
IVARVARV/

Si por el contrario & = 1, es la senoide la que desaparece obteniéndose una respuesta
sobreamortiguada, correspondiente a un polo real doble. La expresién de la respuesta sera:

gt) =k -w? - t-e ot

n

M a(t)

\4

B.1.4. Respuesta al Escaldon

Para hallar la respuesta al escalén bastaria con integrar las respuesta impulsionales ante-
riores, o calcular la transformadas inversa de:

1 kw?
Y(s) = 5 G(s) = 5(s? + 28wps + w3?)

obteniéndose las siguientes expresiones analiticas de las respuestas:
Caso general 0 < £ < 1

1

N

y(t) =k |1 — e 7 sen(wgt + 0)

donde 6 = arcsen(§)
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Vinae — Viinal ,
M, = "Il 100 % = e . 100 %
Vfinal
Ty
Vinax | — —

|
|
|
I - — —

kVipa F—fFd—d———f =N — e =
| e
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| | t

to=Tr/ g ts=m/c

Como puede verse en la figura los sistemas de segundo orden siguen al escalén de entrada,
amplificindolo por su ganancia estatica, pero con un régimen transitorio cuya duracién depende
de o (parte real de los polos) y que se caracteriza por oscilaciones de pulsacién w, (parte
imaginaria de los polos). Es muy importante definir el primer méximo caracterizado por una
sobreoscilacién que depende de (que es funcién de la relacién entre la parte imaginaria y la
parte real de los polos) y que se produce en el instante ¢, = wld'

Como puede verse existe una relacién directa entre las principales caracteristicas de la
respuesta y la posicion de los polos sobre el plano complejo.

Caso £ =0

En este caso la expresion analitica de la respuesta es

y(t) = k[1 — cos(wpt)]
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A y(t)

v

Que es una senoide no amortiguada de pulsacién w,.
Caso ¢ =1
Al ser los polos reales dobles, la respuesta es sobreamortiguada.

t(t) = k[1 — (1 +wyt)] - e

B.1.5. Respuesta a la Rampa

Integrando las respuestas anteriores o calculando la transformada inversa de
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1 kw?
s2 (82 4 28wps + w?)

Y(s) =

Se obtienen las siguientes respuestas
Caso general 0 < ¢ <1

2% 1
=k|t— =4 —— .. t+6
y(t) w”—l-wn o e sen(wqt + 6)

A y(tyk

M2/,

M=Pendiente

v

-M2¢/w,

Como puede observarse en la figura la respuesta en régimen permanente es una rampa de

2
pendiente K veces mayor que la rampa de entrada y retardada respecto de esta —f
w

En el caso de & = 1, la respuesta sera similar en régimen permanente con un retardo igual
a dos veces la constante de tiempo correspondiente al polo doble, y en el caso de £ = 0 no
existird tal régimen permanente puesto que la respuesta quedard oscilando alrededor de la
rampa de salida.

B.1.6. Relacion entre la respuesta al escalén y la posicién de los polos
sobre el plano complejo

De las expresiones anteriores puede deducirse que existe una relacién directa entre la posiciéon
de los polos sobre el plano complejo y la respuesta al escalén, pudiendo resumirse dicha relacién
en los siguientes puntos:

= Si los polos se desplazan hacia el semiplano positivo el sistema se hace inestable.

= Si los polos se sitian sobre el eje imaginario el sistema queda oscilando con su frecuencia
natural.

» Si los polos se desplazan hacia la izquierda, la duracién del transitorio (tiempo de esta-
blecimiento) disminuye.



