TEMA VII

ANALISIS EN EL DOI\/IINIO
De LA I:RECUENCIA

1.-Introduccion.
2.-Respuesta en frecuencia.
2.1.-Diagrama cero-polar.
3.-Representacion grafica de la respuesta en frecuencia.
3.1.-Diagramas de Bode.
3.2.-Diagrama polar (Nyquist).
3.3.-Diagrama amplitud-angulo de fase (Black y Nichols).
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1.-Introduccioén.

En capitulos anteriores se ha descrito la respuesta y el funcionamiento
de un sistema en términos de la variable compleja s y la localizacion de polos y
ceros en el plano s. Un camino alternativo muy practico e importante para el
analisis y disefio de un sistema es el método de respuesta en frecuencia.

La respuesta a la frecuencia de un sistema se define como la respuesta
en estado estacionario o de régimen permanente a una entrada sinusoidal.

Si se considera un sistema lineal con una entrada sinusoidal
r(t)=A-sen(wt) , se puede demostrar que la salida en régimen permanente sera
de la forma: y(t) = B-sen(wt+¢).

La respuesta a la frecuencia consiste precisamente en determinar la
amplitud B y la fase ¢ de la salida para una amplitud de entrada A constante, al
ir variando la frecuencia w de la sefal r(t), dentro de un margen de valores. La
importancia de los métodos de analisis de sistemas de control en el dominio de
la frecuencia se basa en la facil disponibilidad de sefiales de prueba senoidales
para diversos rangos de frecuencias y amplitudes. Ademas, resulta
relativamente sencillo efectuar las medidas de amplitud y fase al hacer un
barrido de frecuencias en la sefial de entrada, lo que confirma la facilidad en la
realizacion de medidas experimentales. De hecho, cuando no es posible
obtener la funcién de transferencia de un sistema por medio de técnicas
analiticas, la informacidn necesaria para determinar la funcion de transferencia
puede obtenerse de un ensayo de respuesta a la frecuencia del conjunto.
También es posible obtener la funcion de transferencia de un sistema utilizando
como sefial de entrada una funcion escaldn, pero a diferencia de la sefal
senoidal, la determinacion es bastante méas laboriosa.

El disefio y ajuste de parametros de la funcion de transferencia de lazo
abierto de un sistema, para que cumpla las prescripciones deseadas en lazo
cerrado es mas facil obtenerlo en el dominio de la frecuencia, via respuesta en
frecuencia que en el dominio del tiempo, via respuesta transitoria. En el caso
en gue sea necesario obtener la respuesta transitoria de un sistema, ésta
puede obtenerse a partir de la respuesta en el dominio de la frecuencia,
aplicando la transformada (inversa) de Fourier (Que puede ser bastante
laboriosa para sistemas de orden superior a dos, por lo que en estos casos
suele usarse una aproximacion como indicamos con anterioridad).

Si se comparan los procedimientos existentes para el calculo de la
estabilidad relativa de sistemas, tanto en el dominio del tiempo como en el de la
frecuencia, podemos decir que el criterio de Routh (dominio del tiempo)
establece con relativa facilidad la estabilidad de un sistema, pero su aplicaciéon
en la determinacion de la estabilidad relativa, es muy lenta, ya que requiere un
empleo repetido del mismo. El método del lugar de las raices es un
procedimiento poderoso en el dominio del tiempo, ya que determina no
solamente la estabilidad sino también la respuesta transitoria, pero en sistemas
de alto orden puede ser muy tedioso su empleo, ya que es precisa la
determinaciéon de las raices de la ecuacion caracteristica. Sin embargo, en el
dominio de la frecuencia, el criterio de Nyquist (Que veremos en un capitulo
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posterior) presenta grandes ventajas, ya que proporciona informacion sobre la
estabilidad tanto absoluta como relativa del sistema, sin ser necesario calcular
las raices de la ecuacion caracteristica.

Una ventaja adicional de los métodos de la respuesta en frecuencia es
gue puede obtenerse la funcion de transferencia sinusoidal de una forma
simple, sustituyendo s por jw en la funcion de transferencia G(s). La funcion de
transferencia asi obtenida G(jw) es una funcidon compleja de la frecuencia, que
tiene una magnitud y un angulo de fase, que se pueden representar facilmente
por graficos que proporcionan un conocimiento significativo en el analisis y
disefio de los sistemas de control.

2.-Respuesta en frecuencia.

La respuesta de una transmitancia F(s) a una sefial senoidal de entrada
r(t) = B-cos(wt+p3)

generalmente consta de componentes tanto forzada como natural. La parte
forzada de la respuesta es también senoidal, con la misma frecuencia w que la
entrada. Por lo general, la amplitud y el angulo de fase de la respuesta senoidal
forzada son diferentes a los valores correspondientes de entrada y dependen de
la frecuencia de entrada:

Y(t) = Ynatwral(t) + C-cos(wit+y)

y(t)=y __ ()+C-cos(wi+ v )
F(s) —>

rt)=B-cos{wit+[3)

Figura 1

Una forma de calcular la respuesta forzada senoidal de un sistema es
resolver el problema mediante calculo fasorial (o vector rotatorio) de la figura 2

H=B. Ei-(wt+ B ) yit)= F(s=jw)r(t)
——> F(ssjw) [———~
rt)=Re[r(t)] Y,..... D=Re[¥ ®]
Figura 2

en el cual, las sefales forzadas senoidales se sustituyen por exponenciales
complejas, cuyas partes reales son las sefales efectivas de interés. Asi
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F(s=jw) :&

r(t)

y la transmitancia es la relacién de exponenciales de salida y entrada como una
funcion de la constante exponencial s:

r(t) = Beih
y(t) =C.elW) = F(s= JW)F(t) =F(s= jW).Blej(wHﬁ)

si hacemos

A(W) =|F (s = jw)|
d(w) =0F(s = jw)

entonces

y(t) = A(W),ejcb(w),B,ej(wHﬁ) — A(W).B.ej(wuﬁup(w))
Y forzada (t) = C'COS(Wt + y) = Rel_g(t)J = A(W)BCOS(Wt + ﬁ + CD(W))

La magnitud de la transmitancia cuando se evalla en s=jw es la relacion
de las amplitudes de salida a entrada:

AW) =|F (s = jw) =%

El angulo de la transmitancia, para s=jw, es la diferencia de los angulos de
fase entre la salida y la entrada:

o(w)=UF(s=jw)=y-p8

Veamos un ejemplo numérico, considerando la transmitancia

6
F(s) =——
(s) s+4

y la sefal de entrada: r(t) = 3-cos(7t+20°)

Para s =7, la transmitancia es
- 6 _'600
F(s=j7)=——=0.74¢"’
J7+4

La amplitud de la salida senoidal forzada sera: C = (0.74)-(3) = 2.22 y el
angulo de fase: y = 20° + (-60°) = -40° , resultando:

Yiorzada = 2.22-C0S(7t — 40°)



Analisis en el Dominio de la Frecuencia -5-

En la practica, cuando una transmitancia F(s) se excita mediante una sefial
de entrada senoidal, la relacion de la amplitud de la salida forzada a la amplitud
de entrada es

_ Amplitud de la salida senoidal _
Amplitud de la entrada senoidal

A(W) IF(s = jw)

la cual es una funcion de la frecuencia w de la senoide. La diferencia de los
angulos de fase de salida y de la entrada es

CD(W) = ¢sa|ida - ¢emrada = DF(S = JW)

Para medir la respuesta en frecuencia de una componente o sistema
estable a alguna frecuencia, se aplica una entrada senoidal de esa frecuencia; se
selecciona cualquier amplitud conveniente (ni muy grande ni muy pequefa), se
espera hasta que el comportamiento natural del sistema se extinga y se miden las
amplitudes de entrada y salida, estableciéndose asi la relacion A(w).

En cuanto al defasaje, si se grafican ambas fases (entrada y salida),
podemos obtener su diferencia de forma directa. Las técnicas de iluminacion
estroboscoépica son especialmente Utiles para comparar las fases de elementos
mecanicos en movimiento rapido. Si las sefales del sistema son eléctricas, el
patron eliptico que se forma al graficar la entrada contra la sefial de salida en un
osciloscopio (figuras de Lissajous), o instrumentos conocidos como fasimetros o
voltimetros vectoriales, se pueden utilizar para mostrar en forma grafica la
cantidad de defasaje.

Con un numero razonable de tales mediciones se pueden graficar curvas
de A(w) y ®(w).

Existen algunas consideraciones que permiten la realizacion de las curvas
de amplitud y defasaje a partir de un numero limitado de mediciones mas
exactas. Si la transmitancia es una funcién racional

m m-1
b.s" +b, ,s" +A +bs+b,

F(s) =
n n-1
s'+a,,s  +A\ +as+a,

sustituyendo s por jw, podemos ver lo que ocurre para valores grandes de w y
para valores pequefios (comportamiento asintotico):

a)Para valores grandes de w, pueden despreciarse todas las potencias de w
excepto las mas altas del numerador y denominador:

e opn 2oy ey

(iw)

La curva de amplitud se aproxima a una potencia de w, y la curva de fase
se aproxima a un multiplo de 90°
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b)Para valores pequefios de w, todas las potencias de w, excepto la mas baja del
numerador y del denominador son despreciables. Si ag y by son diferentes de
cero

. b,(jw)+b, _b
F(w oL U905 nb
a(jw)ta, a

En general, a bajas frecuencias, una curva de amplitud de una
transmitancia racional se aproxima a una potencia de w 0 a una constante, y la
curva de fase se aproxima a un multiplo de 90°.

Una vez que el experimentador tenga la certeza de que las mediciones se
han realizado en la region de w pequefia o w grande, bastaran unas cuantas
mediciones para toda la region. Resulta mucho mas util realizarlas con las
frecuencias mas estrechamente espaciadas, donde ocurren los cambios mas
grandes en amplitud o en fase.

2.1.-Diagrama cero-polar.

Como sabemos, los ceros de una funcion son los valores de la variable
para los cuales la funcion se anula. Por el contrario, los valores para los cuales la
funcion se hace infinita (esto es, se anula el denominador, sin hacerlo el
numerador) son los polos. En una funcién racional, los ceros son las raices del
polinomio numerador y los polos las raices del polinomio denominador (ecuacion
caracteristica).

Una funcion racional genérica

m m-1
b,s" +b,,s" " +A +bs+b,

F(s) =
as"+a,s""+A as+a,

siempre se puede factorizar de la forma (aunque sea de forma numérica)

(s- Zl)(S B Zz)/\ (s- Zm)

F(s) =k
(s= P =PIA (s-Pp,)

donde sus polos y ceros son evidentes. Los ceros son los nimeros z;, 2o, ..., Zm, Y
los polos son los numeros ps, p2, ..., Pn. La constante k se conoce como constante
multiplicadora de la funcion y es la relacion de los coeficientes principales de los
polinomios numerador y denominador:

k="tn
a‘n
Cuando se indican los polos y los ceros de una funcion en el plano
complejo, el resultado es una grafica cero-polar, de la cual se pueden deducir
propiedades importantes de la funcion. Los valores cero se indican por un circulo
O en la gréfica, y los valores de los polos por una X.
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En la llamada notacion de Clark, la constante multiplicadora de una funcién
racional se coloca dentro de un cuadro a la derecha de la gréfica.
Sea, por ejemplo la funcion de transferencia

3(s +1) _3 s+1

F(s) =— 5 = - -
s°+4s° +13s  s(s+2+3j)(s+2-3j)

cuyo diagrama cero-polar puede apreciarse en la Fig. 3.
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Figura 3

Estos diagramas seran utilizados profusamente en el apartado dedicado al
Lugar de las Raices donde, precisamente, lo que se observa es cOmo varian
estos ceros y polos cuando se modifica un parametro ajustable.

3.-Representacién grafica de la respuesta en frecuencia.

Una vez obtenida la transmitancia F(s=jw) asociada a una funcién de
transferencia, el siguiente paso consistiria en la representacion grafica de dicha
funcion. Dado que estamos ante una funcion de variable compleja, ésta tendra
una parte real y otra imaginaria, lo que complica extraordinariamente su
representacion, ya que podemos optar por varias formulas.
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La primera de ellas consistiria en representar por una parte el médulo de
F(w) y en otra gréfica la fase (ambas frente a w). Con algunas variaciones, este
método es el usado para construir los diagramas de Bode.

La segunda posibilidad seria representar en el plano complejo s el
diagrama polar de F(jw), variando el parametro w desde 0 hasta +«. Es decir,
para cada valor de w obtendremos su médulo y fase, el médulo es la distancia
desde el origen a punto y la fase se mide con el convenio habitual usado en
algebra de numeros complejos (angulos positivos-sentido contrario al de las
agujas del reloj). Obtendremos asi el llamado diagrama de Nyquist, de gran
importancia en el estudio de la estabilidad de sistemas.

Una ultima posibilidad de interés es utilizar el llamado plano de Black,
donde representaremos el médulo de F(jw) frente a su fase, para valores de w
comprendidos entre 0 y +o. Esta representacion se conoce como diagrama de
Black. Nichols estudié como representar las curvas de ganancia constante y fase
constante (circulos en el plano polar) en el plano de Black, construyendo asi el
llamado “abaco de Nichols”, que no debe confundirse con el diagrama de Black.

3.1.-Diagramas de Bode.

Dado que este tipo de representacion fue estudiado con todo lujo de
detalles en la asignatura de 2° curso “Circuitos II”, no vamos aqui a repetir todo el
proceso, sino que remitimos al alumno al capitulo en cuestion, que puede
encontrar en la publicacion que se utilizé para dicha asignatura (“Teoria de
Circuitos II").

Solamente recordaremos que de lo que se trata es de representar el
modulo de la funcién compleja F(jw) frente a w y, en otra grafica distinta, la fase
de F(jw) frente a w (normalmente ambas se dibujan en el mismo plano y con igual
eje de abcisas, para su posterior aplicacion).

En principio, el médulo del producto de nimeros complejos es el producto
de los mddulos de cada uno, y el angulo del producto es la suma de los angulos
de los factores. Por consiguiente, una transmitancia que sea el producto de varios
términos simples, tiene una curva de amplitud que es el producto de las curvas de
amplitud de cada uno de los factores. La curva general de la fase seré la suma de
las curvas de cada fase individual.

Este proceso, visto asi no parece nada simple, debido a esos productos,
pero si, en vez de trabajar directamente con los moédulos, se utilizan sus
logaritmos, la multiplicacion de las curvas de amplitud, en términos de logaritmos,
es una operacion de suma. Por lo general, los decibelios (db) se utilizan en la
descripcion de las relaciones de amplitud de la respuesta en frecuencia:

X (db) = 20-log10A(wW) = 20-logso|F(S=jw)|
Si F(s) = F1(s)-F2(s)-Fs(s)-- entonces F(db) = F1(db)+F,(db)+F3(db) + ...
Bode apunté un método para dibujar aproximadamente estas

representaciones, de gran simplicidad. Estas pueden consultarse en cualquier
libro donde se trate la respuesta en frecuencia de los sistemas.
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3.2.-Diagrama polar (Nyquist).

Las caracteristicas de la respuesta a la frecuencia de los sistemas de
control pueden estudiarse utilizando diversas representaciones. En el caso del
diagrama polar, se utiliza un grafico que muestra el lugar geométrico de los
fasores de la funcion de transferencia compleja en el plano complejo s, cuando w
varia entre cero e infinito. El convenio para medir los angulos de fase en los
diagramas polares es el mismo que el que se utiliza en el algebra de los nimeros
complejos, es decir, los angulos positivos se mediran en sentido contrario al
movimiento de las agujas del reloj, y los negativos en el mismo sentido que las
agujas del reloj.

Cada punto del diagrama polar de G(jw) representa el afijo del fasor G(jw)
para un valor determinado de w. En algunos casos especificos es posible obtener
una expresion analitica para describir el diagrama polar. Esto se logra
expresando primeramente el complejo G(jw) en forma bindmica o rectangular:

G(w) = X(w) +J-Y(W)

donde X(w) es la parte real de G(w) e Y(w) su parte imaginaria. Una vez
realizada la descomposicion, al eliminar w entre las dos expresiones de X e Y (lo
gue solamente es posible en casos muy simples) se obtiene la ecuacién
matematica del lugar: Y = f(X).

A veces es interesante determinar el llamado diagrama polar inverso, que
representa 1/G(jw) en funcién de w. Este diagrama es util para determinar la
estabilidad de sistemas de control en el caso de que la realimentacion sea
diferente a la unidad.

Comenzaremos por ver cual seria la representacion para funciones
simples:

a)G(s)=s

En este caso, G(jw) = jw por lo que tendremos: X(w) =0 ; Y(w) =w.

Cuando w tiende a cero, se tiene que Y(w) también tiende a cero y cuando
w tiende a +o, también Y tiende a +«, asi pues, queda claro que el diagrama
polar para esta funcion sera el semieje imaginario positivo, saliendo de 0 hacia
+00,

b)G(s)=1/s
Ahora G(jw) = 1/(jw) = 0 + j-(-1/w)

De nuevo, vemos que el lugar geométrico es el eje imaginario, pero ahora
negativo, y que parte desde - (cuando w = 0) y termina en 0 (cuando w = +).

C)G(s)=1+sT
Poniendo G(jw) = 1+jwT vemos que X(w) =1 ; Y(w)=wT

con lo que el diagrama polar sera la semirrecta que pasa por la vertical X =1y
gue sale desde el punto (1,0) hacia arriba, hasta llegar a  para w = +co,



-10- Anadlisis en el Dominio de la Frecuencia

d)G(s)=1/(1+sT)
En este caso

1 1-jwT _ 1 .= wT
+

G(jw) = = =
(w) 1+ jwT  1+w°T? 1+wT? Jl+W2T2

Igualando X(w) a la parte real e Y(w) a la imaginaria, elevando ambas al
cuadrado y sumando, se obtiene X? + Y* = X , que también se puede escribir

como:
2 2
ey
2 2

gue es la ecuacion de una circunferencia de radio %2y centro ( 1/2 , 0) de la cual
solamente habra que tomar la parte negativa (recordemos que originalmente Y es
negativa, al elevar al cuadrado se introdujo la parte positiva).

Diagrama de Myguist
UE T T T T T T T T T

Imglz]

-06 -

08 I I I I I I I I I I
-1 -0.5 -06 -04 -0z 0 0z 0.4 0.5 0.5 1

Figura 4

e)G(S) = W2/(S%+2-E-Wps+W?p)

Ahora tendremos la siguiente funcion:
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w2 1 B 1

n

G(ijw) = = =
() (jw)? + 28w, (jw) +w; w o (w) w?) 28w
142§ —+| j— 1-= |+ ==

W, W, Wy W,

Puede observarse que para bajas frecuencias G(jw) - 1[10° y que para
altas frecuencias G(jw) - 0 [1-180°. Esto es, el diagrama polar comienza en 1[10°
y finaliza en 0 [J-180° al aumentar w desde cero a infinito. Asi, la porcion de alta
frecuencia es tangente al eje real imaginario. La forma exacta de un diagrama
polar depende del factor de amortiguamiento ¢, pero la forma general del
diagrama es la misma tanto para el caso de subamortiguamiento (0<¢<1) como
para el caso de sobreamortiguamiento (§>1), segun puede verse en la Fig. 5.

Imag Axis
o

-15 -1 -05 0 0.5 1 15 2
Real Axis

Figura 5

Para sistemas mas complejos los diagramas de Nyquist se complican
bastante y su obtencion es muy laboriosa, debiendo recurrir a tablas o ayudas
informéaticas. En el Anexo del final del capitulo se indica la forma del diagrama de
Nyquist para algunos sistemas tipicos utilizados en Teoria de Control.
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3.3.-Diagrama amplitud-angulo de fase (Black y Nichols).

Para terminar con el capitulo veremos otro modo de representar
graficamente la respuesta en frecuencia: utilizar el diagrama del logaritmo del
modulo (modulo en db) en funcion de la fase. Generalmente el origen de fase se
toma para —180° . La curva esta graduada en funcién de la frecuencia w. Estos
diagramas se denominan también “diagramas de Black”.

En la practica, el diagrama de Black se construye a partir de los diagramas
de Bode. Téngase en cuenta que en los diagramas de Bode se dispone en papel
semilogaritmico de dos curvas separadas: la del logaritmo del médulo y la curva
del angulo de fase, mientras que en el diagrama de Black ambas curvas del
diagrama de Bode estan combinadas en una sola. Se puede, por ello, construir
facilmente el diagrama de Black leyendo valores del diagrama de Bode.

Las ventajas del diagrama de Black son:

-Se puede determinar rapidamente la estabilidad relativa del sistema de lazo
cerrado.
-Se puede calcular facilmente la compensacion que precisa el sistema.
-En el diagrama polar, cualquier modificacion que se introduzca en el sistema, por
ejemplo una variacion de la ganancia de lazo abierto, provoca que la curva G(jw)
varie su forma original, lo que exige la reconstruccion total del diagrama polar,
cosa gue no ocurre con los diagramas de Bode (al menos de forma tan drastica)
y, por tanto, con los de Black.

La figura 6 muestra el diagrama de Black para un sistema subamortiguado

it

i/ : : : bt 1
Lo bbb T(S) =
’ (s) $2+20,41s+1

1880 68 sagm 12U 188 -8 a8 a8 28 Bl
R LITE
PBE2YY

Figura 6

En el estudio del control de sistemas, suele ser interesante conocer los
llamados lugar de mdédulo constante y lugar de fase constante. Nichols
transformd estos lugares, que en el diagrama polar son circunferencias, al
diagrama de Black, obteniendo asi el llamado “abaco de Nichols”.

La figura 7 muestra un diagrama de Nichols tipico, en el plano de Black.
En temas posteriores veremos cémo se utiliza para el estudio y disefio de
sistemas de control.
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ANEXO
Diagramas de Nyquist de Sistemas de Control usuales

(K=2, T1=1, T2=2)

0
-0.2
04 ¢ Regulador simple
-&9(-0.6
L+ jwT)A+ jwT,)
-1
1.2
-14 : : :
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Figura 8
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Figura 10
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¢ Servo de Instrumentos

K
jw(l+ jwT,)

(K=2, T1=1)

Figura 11

¢ Servo de posicion (l)

K
W+ jwT )L+ jwT,)

(K=1, T1=1, T,=2)

Figura 12

¢ Servo de posicién

K
W+ wT)(A+ jwT,)(L+ jwT;)

(K=1, T;=1, T,=2,T3=3)

Figura 13



-16- Andlisis en el Dominio de la Frecuencia

¢ Servo de posicion

K
WK, (jw)* + K, (jw) +1)

(K=1, Ki=2, Kp=1)

Figura 14

¢ Compensador de retardo de fase

1+ jwT,

—— ; (G>1)
1+ jwT,G

(Te=1, G=2)

Figura 15

¢ Compensador de adelanto de
fase

1+ jwT,

—— ; (G
1+ jwT,G

(T=1, G=1/2)

Figura 16



