Linealizacion de sistemas
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Ecuaciones diferenciales y dinamica

Definicion de Modelo

Modelo: (definicion de la RAE)

4. m. Esquema teodrico, generalmente en forma
matematica, de un sistema o de una realidad
compleja, como la evolucion economica de un pais,
que se elabora para facilitar su comprension y el
estudio de su comportamiento.
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Ecuaciones diferenciales y dinamica

Modelo dinamico

Un modelo dinamico constituye una descripcion,
generalmente matematica,
del comportamiento dinamico un sistema.

* Uno de los modelos dinamicos mas tipicos en Ingenieria
es la

 En muchos procesos y sistemas son necesarias
para describir adecuadamente
la dinamica
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Ecuaciones diferenciales y dinamica

El modelo como aproximacion

« Casi siempre, los modelos son aproximaciones mas o menos precisas del
proceso.

 Depende de qué se y que se en el modelo (ej. a
veces se desprecia el rozamiento del aire, etc.)

;. qué debemos despreciar?

simplicidad <«—— precision

 Estudiar el contexto del problema

T m— « /qué factores importan?
Navaja de Occam: * Jqué factores pueden despreciarse?
Buscar el modelo mas simple posible * ;qué simplificaciones son asumibles?

que describa suficientemente
los factores que necesitamos analizar
en funcion de nuestro problema
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Ecuaciones diferenciales y dinamica

* De una forma muy general, un sistema SISO puede modelarse segun una
ecuacion diferencial del tipo

f(yayﬂga”'ayn):ua?ﬂ}’ﬂﬁ’a"';um)):0

u(t) y(t)
> Sistema >
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Ejemplo de sistema dinamico (I)

Masa en movimiento

segunda ley de Newton: F=m-a

F(t) Sistema

dz X (t) causa (masa) respuesta

F (t) — m (entrada) (salida)
dt?
dx(t
20 F(t) =0 F(t)
dt? > m
x(t)
. | >
f(z,F) =0
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Ejemplo de sistema dinamico (2)

Nivel de liquido en un deposito

qe(t)

deposito

causa
e - (entrada)
™M _ () - KA
dt
_,4e(t)
P — )+ KD =

f(h? h‘r QE) =0
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Ejemplo de sistema dinamico (2)

Sistema de suspension (masa-muelle-amortiguador)

1
X;(t)
m
causa respuesta
(entrada) (salida)

m - Xo :K(xi—xo)qu(ari—xo)

mxo +bxog + Kxg — Kx; — bx; =0

f(EO:xiO:xO:iiaéCi) =0
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Linealidad: principio de superposicion
Un sistema es si y solo si verifica el principio de
S
u (t) — y1(?)
uz(t) — ya(t)

entonces

auy (t) + Pua(t) — ayi(t) + Bya(l)

a, 3 e R
AR
SR
b ai
ahd hhd
NN
Master en Ingenieria Mecatrdnica | EU4M. Escuela Politécnica de Ingenieria de Gijon (EPI Gijon) Universidad de Oviedo

jueves 2 de febrero de 2012



Ecuacion diferencial lineal

La siguiente ecuacion diferencial

d"y

dy du
a T d f’ n D

It + apy = bi}t'{' + bl dﬁl + - b-m

dn—ly |
aﬂ_ldﬁ”-_l - Q

se denomina
Ecuacion Diferencial Lineal de coeficientes constantes (EDL-CC)

Este modelo matematico:
« verifica la propiedad de superposicion
 describe con precision la dinamica de muchos sistemas fisicos

Ejercicio:
Demostrar la linealidad de la EDL-CC
comprobando que verifica el principio de superposicion
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Aproximacion lineal de sistemas no lineales

Sistemas lineales

*Muchos sistemas en la naturaleza

Sistemas no lineales

e Tambien muchos sistemas son no

se comportan de forma aproximadamente lineales (ej: el deposito: demostrar
lineal que el deposito es un sistema lineal y

*Existen métodos eficientes para trabajar que los ejemplos de la masa y del
con sistemas lineales: sistema de amortiguacion son

» Transformada de Laplace lineales)
» Analisis en el dominio de la frecuencia *Para sistemas no lineales no son
» etc. aplicables muchos de los métodos de

analisis y modelado

Obtener un modelo lineal aproximado
a partir de un modelo no lineal

4;.#’) % f“.i’is.“

nillli‘m
ik <§§§ i
Y Y
M =Y

Universidad de Oviedo

Master en Ingenieria Mecatronica | EU4M. Escuela Politécni

jueves 2 de febrero de 2012



Procedimiento de linealizacion

Etapas
Sistema Fisico
leyes de la Fisica
Computador
_ (simulink, Matlab) _ .,
Modelo no lineal =———————————————3p simulacion
Linealizacion :
|
_ Validacion '
Modelo lineal === ==========~= 1
Métodos aplicables a | &&/culo operacional
) p _ modelos gréficos R
sistemas lineales técnicas frecuenciales , ,
YY) hhi
N
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Procedimiento de linealizacion

Aproximacion de Taylor (una variable)
Una funcion f(x) puede aproximarse por Taylor:

df
ox

1 0%f

Az - ‘
T 9a2

0

(Az)* + - --

0

flx) = f(xo) 4

términos

Tomando términos de primer orden .
de orden superior

f(x)= flzo) + - Axr + €
dx
0
X—X0p (punto de equilibrio) &
b ai
ahd hhd
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Procedimiento de linealizacion

Aproximacion de Taylor (varias variables)

Para una funcion de varias variables,

f(X) — f(xlﬂ L2, x’”’) Residuo

(términos de orden > 2)
la aproximacion lineal (términos de orden 1) seria:

df df
= - — Axq - Ax .
f(x) = f(xo) o1 |, Ty Ds |, Lo+ -+ €
Az, = x; — T

siendo
X0 = (il‘-m? 20y, fEno)
el punto de equilibrio, en torno al cual es valida |la aproximacion
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Procedimiento de linealizacion
Aproximacion de Taylor (aplicacion a EDL-CC)

para el caso

f(y:y:ga"'fu:ﬂw"'{uﬂﬂ)3:30

f()=0  f()=0
of of aof
X)= f(¥) + =| Ay+ Ay + A+
f(/() f(yO) ay . Yy ay . Yy ay . Yy
+ o7 Au + of Au + of Au™ + ¢
ou 0 Gu ou™) 0
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Procedimiento de linealizacion
Paso |:obtencion de un punto de equilibrio
Punto de equilibrio

El punto en torno al cual se linealiza y — 0:, y — 0, Ce
debe ser un punto de equilibro del sistema

. ) 1},:0’@:0’...
Dado que en el equilibrio el sistema no varia
las derivadas temporales son cero en dicho punto
... entonces se cumple que
- y — |
dt dt ' dt d dy
Y Yy dy dt dt
A — | d
t dt dt 0
En general, Ay = Ay
se cumple, por tanto, At — Au
hh i
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Procedimiento de linealizacion

Paso 2: linealizacion en torno al punto de equilibrio elegido

+ au % AT + o) OAu ~ 0

k1 Ay + ka(Ay) + ks(Ay) + -+ ki 1 Au+ -+ ko (Au)™ & 0
definiendo:
Y = Ay
U=Au

queda finalmente:

kY + koY + kY + -+ kp U+ + kpoU™ & 0 -
.
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Procedimiento de linealizacion

Paso 2: linealizacion en torno al punto de equilibrio elegido

puesto de otra forma (redefiniendo las constantes) queda:

WO IO, U0
O bien,
an dnd};t) Y dﬂ(ﬁlyl(t) +oeeagY (1) = by, dﬂ;fﬂft) e boU () =0
que es de la forma
Fiineal(Y, V.Y, - UU,---. U‘m)) —0
A
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Procedimiento de linealizacion

Interpretacion grafica

error grande
Si nos
desviamos
del pto
A de equilibrio , modelo linealizado
Y-y, = K(x-x,)
proximidades del pto de equilibrio
modelo error muy
no lineal Yo O punto de equilibrio pequeno *
/ (XO’yol)/
> ~ punto
X de equilibrio
0
A I
LS
T Ad
(YY) (XY
bbb o’ bbb
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Procedimiento de linealizacion

Consideraciones sobre el metodo

* El punto de trabajo es el estado de funcionamiento del sistema en
torno al cual vamos a trabajar, y debe ser un estado de equilibrio - las
derivadas temporales son cero

d/dt =0

« Validez - El modelo lineal describe bien al real cuando el sistema
evoluciona cerca del punto de equilibrio. Lejos del punto de equilibrio el
modelo linealizado pierde precision.

* Eleccion del punto de equilibrio - El punto de equilibrio debe elegirse
lo + proximo posible a los puntos de funcionamiento previsibles del
sistema en las condiciones de funcionamiento habituales

« ¢scuanto me puedo alejar? - experiencia, sentido comun, simulacion...
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Ejemplo: linealizacion de un deposito

Linealizar en torno a un punto de equilibrio definido por h, = 1

77 ( ) datos:
h(t o — C=3 K=2
C — Qe(t) — K \/h(t)
dt
. - e (t)
h(t .
C e qe(t) + KA/ h(t) =0
. h(t)
h,h,qe) =0
f( 2 ? QE) | qﬁﬁ)
AR
A A
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Ejemplo: linealizacion de un deposito
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Ejemplo: linealizacion de un deposito

ey — -E{i\//?;;-

] 74 Geo = 2. hy=1
AR
A ?§§§\i
b ai
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Ejemplo: linealizacion de un deposito

sustituyendo, queda al final

dH(t)

3
dt

_F-E{(t) — Cge(t)

o utilizando la notacion de las deltas,

dAh(t)

3
dt

+ Ah(t) = Aqge(t)
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Ejemplo: linealizacion de un deposito

variacion respecto
al punto de equilibrio

I 10 20 30 4[] all Rl

I 10 200 Gl 4[] alll Rl s % o
tiseq.) W =N\ |
A @ ai
ahi bhi
TSy
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Ejemplo: linealizacion EDNL

Linealizar la siguiente ecuacion

d?y dy 5
4t r——4+y - —ax=0
a2 T Y

en torno al punto de equilibrio dado por x, = 4

=N\ |
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Ejemplo: linealizacion EDNL

Solucion:

L

La aproximacion por Taylor de la funcion es:

of
i

fy, 9,9, 0) ~

0

Ay

j+ay+y°—a=0

o

Iy

0

Ay

o

I 8 y
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Ejemplo: linealizacion EDNL

Calculando las parciales de f respecto a las variables...

df | df df 5
— = 1. — = XIn, — = £
df .

O (7)o

Queda el siguiente modelo

Ay + x20Ay + 2ygAy — Ax =0

Utilizando la otra notacion: donde denotamos

. : X(t)=x(t) —xg = Ax

Y + ﬂ?[}]fr + ilg;t}ﬁf’ — X =0
Y(t)=ylt) —xo = Ay
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Ejemplo: linealizacion EDNL

Eligiendo un pto de equilibrio
en el que se anulen las derivadas
queda,

| > O o
Ty = 4, yo —ro =0 —yo = £/ = 4

Tenemos dos soluciones - hay dos puntos de equilibrio

Nota:

Si el modelo tuviese un sentido fisico,
deberiamos elegir el punto mas verosimil
y descartar los que no tengan sentido.

En este caso es matematica pura y los dos pueden valer.
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Ejemplo: linealizacion EDNL

Si elegimos y,=2,

V +4Y +4Y — X =0

Si elegimos y,=-2,

V 447 —4Y — X =0
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