1 4 r T
iversi REGULACION AUTOMATICA
gg '5‘32253 ¢ L%c_—.

INGENIERIA DE SISTEMAS

Tema 4

Analisis de Sistemas en el
Dominio de la Frecuencia

Gijon - Julio 2003 1

r r Y
iversi RE LACION AUTOMATICA
ieridad  REGU U M=

IIIIIIIIII A DE SISTEMAS

¥ AUTOMATICA

Indice

* 4.1. Respuesta en frecuencia

* 4.2. Representaciones de la respuesta frecuencial

—4.2.1. Diagrama de Bode

—4.2.2. Diagrama Magnitud-Fase

—4.2.3. Diagrama Polar
» Apéndice I: Relacion Analisis Temporal-Analisis Frecuencial
» Apéndice II: Aplicacion del diagrama de Bode

Gijon - Julio 2003 2




) Universidad REGULACION AUTOMATICA qug.‘___

A
Ak A
Add

AAAA A‘A‘A‘l de OVledO

INGENIERIA DE SISTEMAS
¥ AUTOMATICA

Analisis en el Dominio de l1a Frecuencia

» Respuesta de los sistemas ante entradas de tipo senoidal.

* Entrada: Sefiales senoidales de distinta frecuencia f (o pulsacion w=2n-f)
y, generalmente, de la misma amplitud M.

x(t) = M -sen(wt)u,(t) @:0— 0

* Salida:
Régimen transitorio: La sefal se va convirtiendo poco a poco en una senoide.
Régimen permanente: La sefial es una senoide de igual frecuencia que la
entrada, pero con distinta amplitud y fase. La diferencia es funcion de

la frecuencia.

Vee(t) =|G(j@)-M sen(art +|G(j@))
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Respuesta a una Entrada Senoidal (I)
4 ‘ T ‘

T T T

X(s) Y(s) Transitorio ' Permanente R
x(t) e y(t) Pl IG(j®)=NM|  |G(iw)= t; e [rad] |

x(t) = M -sen(@-t)u,(t) ol

M =1 w=5[rad/s]

M =1
75
G(s)=—F—— ;
s°+5s+15 0
G(jo)=G()].,, y
N
G(jo)=—
G(jo) o A
G(jw)=t, 0 [rad]
_3 | | | L L L | | |
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Respuesta a una Entrada Senoidal (IT)
2 ‘

X(s) Y(s) ‘Transi‘torio _ \Perménente | -~
—P G(s) —»
x(t) y(t) 15l IG(jo)|=N/M /
G(jw)=tyo [rad] T=2m/0w=1/f
x(t) =M -sen(wt)u,(t) I(i)o J wo L
M=1t- R Am------ R R EEEEE boo-
M =1 w=10[rad/s] ' & 3!
Nt
75 1 fo i
G(s)=——— 0.5r oy
RPCRT: .’ R
o 0 : I
G(jo)=G(s)]., : BN A A
N ‘. A R N A
Col=37 o5/ -: A
G(jo)=t, 0 [rad] VAR VAR
1 | VARV
0
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Representaciones de la Respuesta Frecuencial

* Diagrama de Bode:

Dos curvas en funcion de la frecuencia f [Hz] o de la pulsacion o [rad/s], en
escala logaritmica.

—Relacion de amplitudes A(w) = 20-log|G(jw)| [dB]
—Angulo de fase Y(») = |G(Gw) [°]

* Diagrama Magnitud-Fase:

Relacion de amplitudes A(w) [dB] en funcion del Angulo de fase W(w) [°]
con la frecuencia o pulsacion como pardmetro.

* Diagrama Polar:
Lugar geométrico de los afijos de los vectores G(jo) cuando ®:0—c0
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* La relacion de amplitudes en
decibelios [dB]:
A(w) =2010g|G(jo)| [dB]

450

* El angulo de fase en grados [°]:

¥(0)=|G(jo) rad 22— ]
—_— T rad

FH aoe
. .

La frecuencia f [Hz] o la pulsacion SRE

o [rad/s] en escala logaritmica

Ganancia [dB]

-180°

*Multiplicar o dividir por 10 a
|G(jw)| supone sumar o restar 20 dB
a A(m).

-225°

 Multiplicar por 10 la frecuencia

supone subir una década y por 2 7| HNNS S N °§ S NN A 11 S S 8 2 S VO
10 10 10 10
una octava. Pulsacion [rad/s] | Frecuencia [Hz]
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Diagrama de Bode (II)

* Para trabajar con el diagrama de Bode se sustituye s=jm en la funcién de
transferencia del sistema y se expresa con los términos independientes de
cada polinomio iguales a 1.

K.ﬁaﬂ,}.@.ﬁpz-@ 2 ]]
p=l g=l1 @

nq

2
P ¢ 2- .
KIJa+7,jo)[] 1+—§q o+ L2
p=l g=1 a)nq o,

G(s) = G(jo)=

SN.]%[(1+7;~S)-1M‘[[1+2.§’".S +( S ] :I (jw)Nﬁ(l+ij)lM[[1+2§’"jw+(m ]
=1 m=1 @, @,,, =1 el w

nm

* Se puede estudiar la respuesta en frecuencia del sistema analizando por
separado la respuesta de cada uno de los elementos de la funcion de
transferencia. La suma de todos los resultados sera la respuesta del conjunto.

g | 26 (o) | 1 1 1

K’(HTW)’[”w ]w{w j }’(jw)”’(lw-jw)’[ 26 []w”
I+ —jo+|—
a)}’l a)n

n
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Respuesta de un término constante
Bode (Amplitudes)

G(s)=K G(jo)=K e

—— Asintético
A(»)=20-log|K| [dB] — Real
A(w) = 20'10g|G(ja))| = 20-10g|K|
10" 10° o (rad/s) 10’
Bode (Fases)
90 [ T T 11
—— Asintético
0 K>0 — Real _
() |G(' ) 0°si K >0 9
)= )= =
v / 180K <0 | oo
-270
10™ 10° o (rad/s) 10’
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Respuesta de un polo en el origen

1 1 20 Bode (Amplitudes)
G(s)=— G(] a)) = — A‘sin‘tét‘icc‘) |
N .]a) 10 \\ — Real L
1 T
—0. N =20100l—| = 0 =
A(w) = 2010g|G(jo)| = 20log jw‘ = P~ 20 dBidec
-10
=20-logl—20-logw = —20-logw \\\\
™~
-20 B
wo=1= =
Bode (Fases)
w=10= A(10)=-20dB 90 — ——
—— Asintético
0 — Real L
. 1 . o
¥(0)=|G(jw) = j—w=|_1—|1_w =-90 90
Vw,w:0—> w0 -180
-270
10" 10° o (rad/s) 10’
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Respuesta de mas de un cero o polo en el origen

Bode (Amplitudes)
=N . . N T T [ T 1
G(S) = S+ G(]a)) = (]a))+ —— Asintético
— Real ]

A(w) =20'log|G(jo)| = 0 £N;20 dB/dec

= 20-10g‘(ja))FN‘ =+N-20-logw

(w=1= A(1)=0dB) 10" 10° o (rad/s) 10’

Bode (Fases)

[ [ T T 1
—— Asintético
— Real |
. . +N
¥(0)=|G(jo) =|(jo)™ =
+N-90°
=+N{jow=+N90°
10" 10° o (rad/s) 10"
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Respuesta de un polo real  G(s) =ﬁ G(jw)= 1
°S

1+7 jow
Y(w)=—arctg(wT)
A(w) =-20log ,/ 1+ (T)> {Si ® 0= Y(w) > 0°

. v e
(Ejemplo para T=1) $i @0 ¥(w)—>-%0

Bode (Amplitudes) Bode (Fases)
20 1T 90 0.1/T 10/T
I [ [ TTTTI [ [T
___ Asintético Asintético
Real Real
0 | 0
Error mak| 3 dB TN TIT= <
S N
Q \ Qt\\ -45%dec
\\ N\~
N S
\§ SN
-20 \\ -20 dB/dec -90 = 5\,&_ -
N
N
\\
N
N
-40 W 2180
2 El 0 1 2 2 El 0 1 2
10 10 10 ©(rads) 4o 10 10 10 10 ©(rads) g 10
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Respuesta de un cero real G(s)=1+Ts G(jo)=1+T-jo

Y(w) = arctg(wT)

A(w) =20-1log ,/1 +(oT)? {Si ®— 0= ¥(w) > 0°

. » .
(Ejemplo para T=1) Si @ —0=¥(w)—>90

Bode (Amplitudes) Bode (Fases)
40 1T 180 0.1/T 10/T
7
A
S
20 90
A11+20 dB/det it
7 r ’}‘_,n
vl il
/ H,,.‘-p"" +45%dec
Lo/ ___ Asintotico f—'f{' r
0 ApaL 0 4
__ Real ___ Asintético
Real
-20 -90
-2 -1 0 d/ 1 2 -2 -1 0 1 2
10 10 10 Iy, 10 10 10 o ©ads) 10
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Respuestas de otros ceros o polos reales

* Para N polos o ceros con la misma frecuencia de corte, las pendientes de los
trazados asintdticos de cada representacion se multiplican por N. También se
multiplica por N el error de representacion.

» Si los signos del los coeficientes del polinomio que representa al polo o cero
real cambian, la curva de relacion de amplitudes no cambia, pero la de fases si.

Ceros 0—>0 | O—> © Polos 0—0 | M—> ©
(1+T-jw) 0° — 90° 1/(1+T-jw) 0° — -90°
(1-Tjw) 0° —> -90° 1/(1-T-jw) 0° —> 90°

(-1+T-jo) 180° — 90° 1/(-1+T-j®) -180° — -90°
(-1-T-jw) -180° — -90° 1/(-1-T-jw) 180° — 90°

Gijon - Julio 2003 14
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Respuesta de un par de polos complejos (I) 0<g<l

1 1

— ; — 2 2
S @eioystWays VT ey ot Moy oy (@)= -20%0g [ -(0/ 0, T +42 0/ ,)

G(s)

1
M= . .

r P R
si 0<E<0.707 2 /_1—52 <— Pico de Resonancia

0. =0, AJ1- 2:£2 <— Frecuencia de Resonancia

q,(w):_arctg{ 25{w/ wn)} {Si 0 —>0=¥(w)—>0°

2
=@/, | 1Si @ - 0= ¥(w)->-180°

(Ejemplo para o =1, £=0.1)

20 Bode (Amplitudes) ) 0.1 Bode (Fases) 10-0,
I I [ [ TTIII [ T TTIII
Pico de Respnpricla | |y, __ Asintético __ Asintético
\
\
20-logMr \ Real 0 1 Real
O L Yy \ ™= ™
y T n \
\ \'\‘
\ o
\ -90 ™
N,
\ L} -9(0°/dec
\ VN
-20 \ ™
N
\ -180 Ry AR
\\-1 iB/de
N\
\
-40 270
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
10 10 10 ©@ds) 4, 10 10 10 10 @ads) 4 10
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Respuesta de un par de polos complejos (II)

1 20 —
= e oyt (e s
" " 10 /\,/’5“)’1
A\
//\¥ ———}+4=0,3
G(jow)= 1 Atitdbl 0 : \ §:0,5
1+2<¢/w,) jo+1/o,) (jo) ~ L re07
~3=1,0
-10
\
AN
o —
Yew (°1 T 3 N
. ron”
Comparacién de la respuesta en oY : :" v & N
. . 2
frecuencia cuando se modifica el te03 - )9\‘ =\
parametro & N T = =
507" |
;:]1,0
[+A] 0,2 04 06081 2 4 6 8 10
W/ —=
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Ejemplo de diagrama de Bode de un sistema (I)

Frecuencias de corte

32:(s+0.25) B 20-(1+4-s) A(w) ¥(w)

()= s(s+0.1)(s* +2:5+4) G)= s'(1+10:5)(1+0.55 +0.255%)

®,=01 0.lw,=001 10w,=1
201+ 4 jw) ®, =025 0.lw,=0025 100,=2.5

G(jo)=
. . . . =2 0.1w,=02 10w, =20
Jjo-(1+10- jo)-(1+0.5 jo +0.25(jw)*) @n @n On
. =2 M, =115=1.24dB
Amplltud Pico de Resonancia{ " =<7
a0 £=05 0,=141 rad/s
/g | L~
A(w) (db) I~ -
N K=26 db , : F
s » ase
» i < 9(°| 2+4iw | 1L i
(10 T
N ‘,.ﬂlﬂuaju i as b= H H- ...._,Tf"' =
o ,><. 1| i ° J_,,,r/ ! !
1 .n 1405ju+025G0 Fl ~4 | T i
\l\\J"/‘”"j“’" \\J i _:“ '1:-='L‘:'/m|'°ic“ \\r_/(uc 5it+0,25¢{2) 21
I RN 1 TN e !
-20 ! h ~ -90 - { '
| N | ! M
i N N i | { "
] ! ' ! | I
3 1 1
=90 : = e . 0s 1 225 @—ew 22
01 00 o1 o202 3 —
oo :'"P ?:l!: ! 5,, W= 02 g.?:’,, 0.1'2"5.1 W, 0 W, 106, ©, 10, 106,
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Ejemplo de diagrama de Bode de un sistema (II)
» Tabla para el trazado asintético de A(m)

Elemento Frecuencia de corte Cambio de Pendiente acumulada
pendiente
K=20 =26 [dB] No tienen, frecuencia de corte. 0 dB/dec
Su representacion es una recta
1/(j-o) (o=1 = 0 dB) de pendiente -20db/dec que -20 dB/dec -20 dB/dec
pasa por 26 dB para o=1 (pendiente inicial)
1/(1+10- ) ®,=0.1 -20 dB/dec -40 dB/dec
(1+4j- o) ®,~0.25 +20 dB/dec -20 dB/dec
1/(140.5" j-0 +0.25:(j:®)%) ®,=2 -40 dB/dec -60 dB/dec
» Tablas para el trazado asintotico de ()
Elemento o—0 W—>00 Elemento Frecuencia de corte | Cambio de | Pendiente
K=20>0 0° — 0° pendiente | acumulada
1/(-®) 90° —»  -90° K=20>0 (0°) No tienen. Es una 0°/dec 0°/dec
1/(1+10- ) 0° 5 -90° 1/(j:®) (-90°) horizontal por -90° 0°/dec (inicial)
(1+4-®) 0° - 90° 1/(1410-j-®) 0.1:0,=0.01 -45°dec -45°dec
1/(140.5" j*® +0.25(j-©)) 0° — -180° (1+44-w) 0.1'®,=0.025 +45°/dec 0°/dec
Total 90° _ -270° 1/(140.5 j:® +0.25-(j: ®)*) 0.1'®,=0.2 -90°/dec -90°/dec
1/(1+10°j- o) 10-0,=1 +45°/dec -45°/dec
(1+4j- ®) 10-0,=2.5 -45°/dec -90°/dec
1/(140.5° j:® +0.25-(: ®)*) 10 ©0,=20 +90°dec 0°/dec

Gijon - Julio 2003 18
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Ejemplo de diagrama de Bode de un sistema (I1I)

0
Alw)dbl
66 16 (jwlt
60
N —20db/dec
Y |
] Ay
P \\-400b/dec e
; Sliw)
NG ) \
| N<20db /dec
20 ! N
1 I \ NN
! | N \
| N
| | N
o 1 } e 180
| H "N RGOdb/dec
I I 1IN \
! ! TN
20 t |
' I [ \
l ] | N
i ' i \
: -270
-40 | | 1
) 0025 o1 02 025 1 225 w—= 10 20
01wy Olew; Wy Olw, @, 10w, ¢, 10w, 10 W,
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. . Gs)= 32:(s +0.25)
Diagrama Magnitud-Fase ) G100l 251 4)
A(w) [dB] Magnitud-Fase A(®) [dB] Bode w(o) []
40 ~ 40 0
A(®)
N
20 oy 20 N A(@) -90
A(o) A \
2 Y R y(o
A R y .\y(ml)
0 e 0 180
Ao ) A N N R A,
20( 20 T 270
270 w(®) -180  w(o) -90 0 10” o=1 o=4 10"
y(w) [°] o [rad/s]
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Diagrama Polar

6= (5 jw+1)
o (o +1)(0.4 jo +1)(0.2- joo +1)(0.1 jew +1)

\j
& L —L >
-1 1 1.5 ]2 2.5
G0 Ap(n)=|G( )
k//
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Relacion Analisis Temporal — Analisis Frecuencial

Amplitud 1 b G(s) = 100 v(1)?
Frecuencia 1 Hz. 5+100 (,Y( )

Descomposicion de Fourier de la sefal de excitacion.
Obtencion de la respuesta del sistema a cada una de las
senoidales.

3. Suma de las respuestas para obtener y(t) segun el
principio de superposicion.

N —

Gijon - Julio 2003 23
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1. Descomposicion de Fourier de la sefial de excitacion

2
u(t) =05+ — sin(20mnt), n=13,3,...

Componentes del desarrollo en serie de Fourier Amplitud de los diferentes armonicos
2 0.7
s}
£ i
=] 0.6
52
©_2 05F§
o— 1 002 0.04 008 0.08 01 .
0d®o —
.23 04
é 2 - \,,/
5B 51 0.3
g 05 D02 0.04 0.06 0.0 01 02 o
@ o
n 0 o1 [ T Qo
-05 0 I f 17299990
o D2 D02 0D4 0DB DPB D1 D 500 1000 1500
H 5 /\/\/\/\/\/ frecuencia (rad/seg)
n
Z -D2
o D 1 D4 DOB 0D D1 12 -
= - ."'\‘ \ L~ g .\.‘,.—l——"ﬂo-i-B‘S\ﬂ(Wc [)+B_] smwot)
£ r 1 it ]
i o \J Y
2 01 oaj// e\
01 002 0 D4 006 D08 01 ;'_/' "-\'-.‘
g " 0.6 Y
& 0 \ f\/ \/\ /\'/\}/\/\J A48, sin(w, 1)
I D4
2 _p4q \/ }f |
Dpd  DDE  DDB 01 D2 VN /1
g 01 Ty 7
2N f\M AVAVAVAYAY R | WO
il D -
" g \ \J [\ / n=13, 25—'_"" K A !
Z_p1 -0.2
o] D.02 0.04 0.06 0.08 0.1 D D.02 0.04 0.06 0.08 01
fiempo
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2. Obtencion de la respuesta del sistema cada una de las senoidales

Componentes del desarrello en serie de Fourl

ler
2
da
£0
5=
B |
i 21 — : Y1 (t)
BEio § =
[ E—E1 i
: 5 ‘.002 00_4 0.06 _ooa a1 ™ Y2(t)
P e R e o ——{ G(5)= —>
2 o5 s+100
g 02 002 004 008 008 01 PS
iy =y,
P AU
L VOON N N ®
0.1 002 004 008 008 0
i 0 LSBT Y 0 O
% a1 \U vV VMV VY
. 04 002 00+ 006 008 01
§ NAANANANANAN
\ Eh i LR \ f
s AVAVAYAVAVAVAVATAS
0.1
g 0 007 00+ 008 008 0
ERAANNANNNNNA
'H g W I'u' l"\:"l IUII(\I\."II ".)'II '\./I ILf II'\."" ll"\."ll ll\.-' t
.01 YD( )
0 002 004 006 o008 04
tiempa
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3. Suma de las respuestas para obtener y(t)

o= M y(H)=sum(y;(t))

~5+100
| -
[’ — uft) -
o !II ]
== ] ) . yz:;[ﬂ
Las respuestas temporal y g8 i T i
frecuencial de un sistema o4 f i f
pueden  relacionarse a o5 i [
partir del desarrollo enserie ! ‘
. -0.05 a Q05 R 015
de Fourier. tiempo
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. X(s) Y(s)
Ancho de Banda de un Sistema ~ — o —o

(Ganancia K =1 para el ejemplo)

Y —

Frecuencia en la cual la 5 My

ganancia esta 3 dB por debajo g -of \

de su valor de frecuencia 0. i~k Ancho de s \ 1
o \

Frecuencia (radseq)
Frecuencia superiores al ancho de banda sufren una atenuacion proporcional a su alejamiento de
tal frecuencia. Frecuencias inferiores pasan casi sin alteracion.

T T= Sistema Lento w, V= Sistema Lento
t
y(t)=1-e T T = Sistema Raipido w, T Sistema Répido
w,=1/T

Gijon - Julio 2003 27
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. ) X(s) 2 Y(s)
Resonancia de un Sistema ——P GO >
x(t) oy
1 1
= j = A v
@iy riays V) aEiayjorMayGay 200
@, = @,~1-2:&
si 0<£<0.707 M- 1 _ 1 _ 1 _ 1
T 2E1-8 2cos(9)/l1-cosP()  2cos(P)sen(d)  2:sen(29)
Sobreoscilacion :

M, =e"100%] > M, T=Mm, 1T

Tiempo de pico:

0,20 0

V4 V4 T 7AJ1-2&2 d T
l‘p:—: 2: = 52 —> f\L:}t_ﬁ,‘ﬂNﬂ
@a a)n\/l—‘f N 1-&° 6"r\/1_4E T w, - @, - o,

1-2&?
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Ejemplo de aplicacion del diagrama de Bode (I)

AMPLIFICADOR/ECUALIZADOR
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FREQUENDY IN HERTZ : R :
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Ejemplo de apllcacwn del dlagrama de Bode (III)
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Ejemplo de aplicacion del diagrama de Bode (IV)
i 9
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